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Recently, random graph theory has been extensively applied in biological 

networks, chemical networks, and physical processes. They can provide 

meaningful insights into the structure of a network. Numerous studies have 

been conducted on studying degree based graph and investigating their 

properties, among which the first Zagreb index, the second Zagreb index, and 

the Forgotten index are the most important ones. In this paper, we focus on 

investigating graph invariants for inhomogeneous bipartite random graphs. 

Accordingly, we first compute the expected value of the first Zagreb index, 

the second Zagreb index and the forgotten topological index for 

inhomogeneous bipartite random graphs. Furthermore, by establishing upper 

and lower bounds for the probabilities of edge occurrences, the expected 

value bounds for these indices in inhomogeneous bipartite random graphs are 

determined. These analyses contribute to a better understanding of the 

properties of random graphs. 
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مقاله پژوهشی 

تصادفی دوبخشی  های  برای گراف  مبتنی بر درجات رئوس پایاهای گرافیبرخی امید ریاضی 

 ناهمگن 

 

 سارا سمائی 1، علی ایرانمنش 2و*، ابوالفضل تهرانیان3، محمد علی حسین زاده4

 

 چکیده  اطلاعات مقاله

 20/03/1395:  دریافت مقاله

 20/06/1395بازنگری مقاله:  

 15/07/1395پذیرش مقاله:  

 
های شیمیایی و  های بیولوژیکی، شبکه های تصادفی به طور گسترده در شبکه گراف   وضوعاخیرا م 

فیزیکی  فرایند  استفاده  های  می مورد  آنها  است.  گرفته  مورد  قرار  در  معناداری  بینش  توانند 

گرافی مبتنی بر متعددی در زمینه مطالعه پایاهای حقیقات ساختار یک شبکه به ما ارائه دهند. ت 

شاخص زاگرب نوع    ،مهمترین آنهاجمله  که از    صورت گرفته استدرجه و بررسی خواص آنها  

ی  در این مقاله به بررسی پایاهای گراف  باشند.شاخص فرگاتن می  و  اول، شاخص زاگرب نوع دوم

گراف  می  هایبرای  ناهمگن  دوبخشی  راستا،پردازیم.  تصادفی  همین  امید  ابتدا    در  محاسبه  به 

او نوع  زاگرب  شاخص  تصادفی  ،  ل ریاضی  گراف  فرگاتن  شاخص  و  دوم  نوع  زاگرب  شاخص 

می  ناهمگن  کران  همچنین.  پردازیمدوبخشی  تعیین  وقوع    هایبا  احتمالات  برای  پایین  و  بالا 

ریاضی    ،هایال  امید  احدود  مشخص  شاخص   ین برای  ناهمگن  دوبخشی  تصادفی  گراف  در  ها 

 .کنندی تصادفی کمک میهاگراف   خصوصیاتها به درک بهتر از  شوند. این تحلیلمی
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 1مقدمه -1
کنید  رئوس    G  فرض  مجموعه  با  گراف  )یک  )V G    و

)های  مجموعه یال )E G    باشد. گراف تصادفی( , )G n p 

راس که در آن هر یال به طور مستقل با    nگرافی است با  

می  pاحتمال   که  رخ  یک    pدهد  و  صفر  بین  عددی 

 .  ]2، 1[ باشدمی

 

 modares.ac.ir@ranmaneshi * پست الکترونیک نویسنده مسئول:

دکتری،    .1 تحقیقات،  دانشجو  و  علوم  واحد  اسلامی،  آزاد  دانشگاه  تهران، 

 ریاضی گروه دانشکده علوم و فناوری همگرا، 

تمام،2 استاد  ریاضی،    .  علوم  دانشکده  مدرس،  تربیت  دانشگاه  گروه  تهران، 

 ریاضی محض 

تهران، دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات، دانشکده    . استاد تمام،3

 ریاضی گروه علوم و فناوری همگرا، 

دانشکده مهندسی   ،های نوین آملدانشگاه تخصصی فناوری آمل،  . استاد یار،4

 های نوینفناوری 

 فارسی در اینجا درج گردد. نادنحوه است استناد به این مقاله:

تصادفی   دوبخشی  )گراف  , )G X Y  ،  دو  مجموعهشامل 

در آن هر طوریکه  ت ب اس  Yو    Xمتمایز از رئوس مانند  

 pبه طور مستقل با احتمال   Yرا به هر راس از  Xراس از 

می که  وصل  اس  pکنیم  یک  و  صفر  بین   .]3[ت  عددی 

اگر   کنید  مجموعه  nتوجه  آنگاه  باشد  طبیعی  عدد   یک 

 n کنیمرا بصورت زیر تعریف می . 

   : 1,  ,  n n=  

مقاله   این  تصادفی    Gدر  دوبخشی  گراف  یک  بدون  را 

گیریم. همچنین در نظر میهای چندگانه  یالبدون  حلقه و  

راس هر  نماد  v  برای  با  را  راس  آن  نشان    vd  درجه 

 دهیم. می

https://doi.org/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


 3                                                                                   ابوالفضل تهرانیان، محمد علی حسین زاده،  علی ایرانمنش  ،ارا سمائیس

 ...   پاییز،  ...  ، شماره  ...  سال    مهندسی مجله مدل سازی در  

دوبخشی  برای   )گراف  , )G X Y    به مجاورت  ماتریس 

]  صورت ]ijR S=  بطوریکه  ،است  ijS    مولفه سطرi- ام و

   . باشدمی ام-jستون  

1 1

2 2

0

0

n n

T

n n

S
R

S
=
 
 
  

 

)  اگر ){ , }
i j

x y E G    1آنگاهijS درغیراینصورت    = و 

0ijS طوریکه  ب  است  =
i

x X    و
j

y Y.    چونG 

پس   است،  غیرجهتدار  گراف  ijیک  jiS S=.  بلوک  S 

  یک ماتریس
1 2

n n  و  است  
1 1

0
n n

و    
2 2

0
n n

های  ماتریس  

 صفر هستند.

1ناهمگن    یک گراف دوبخشی تصادفی 2( , , , )nG n n p f 

 کنیم که را چنین تعریف می

( )1ij n ijPr S p f= = 

بطوریکه   1
i n    و 2

j n    اندیس  دهنده  نشان

)و    باشد می  ئوس ر )ijf f=   های  یک بردار با مولفهijf  

یک   و  صفر  بین  اعداد  نشان  استاز  وزن دهندهکه  ی 

می یال  هر  داریم  باشداحتمالاتی  ij  و  jif f=همچنین  . 

 0,1
n

p     ثابت احتمالاتی  ضریب  یک  دهنده  نشان 

یال   یک  وجود  متغیر  ijS  هر  .استبرای  تصادفی    یک 

مجاورت   ماتریس  در  یال  یک  وجود  عدم  یا  وجود  نظیر 

می تصادفی  متغیرهای،  باشد گراف   ijSتصادفی    بطوریکه 

 هر برای 1
i n   و 2

j n 4[ مستقل هستند[. 

  هر  برایاگر    1
i n    و 2

j n  ،ijf   ،باشند ثابت 

1 2( , , , )nG n n p f  اردش تصادفی دوبخشی  -یک گراف 

ثابت   غیر  بردار  یک  برای  است.  ،  fرنی 

1 2( , , , )nG n n p f  اردش تصادفی  گراف  رنی  -یک 

 ناهمگن است.  

منظور از یک شاخص توپولوژیکی، یک کمیت عددی است  

برای یک گراف تعیین می شود و  که بطور منحصر به فرد 

باقی   تغییر  بدون  گراف  ایزومورفیسم  تحت  همچنین 

های توپولوژیکی گراف به طور ماند. در شیمی، شاخصمی

استفاده  گسترده مولکولی  کننده  توصیف  عنوان  به  ای 

اول   .]10،  9،  8،  7،  6،  5[  شوندمی نوع  زاگرب  شاخص 

1M    هر گراف برابر مجموع درجه رئوس دو سر هر یال در

دوم   نوع  زاگرب  شاخص  است.  مجموع   2Mگراف  برابر 

است  حاصلضرب   گراف  یال  هر  سر  دو  رئوس  .  ]5[درجه 

دلخواه   گراف  برای  خواهیم   Gبنابراین  زیر  صورت  به 

 داشت:

( )
  ( ) ( )

2

1

,

,
x y u

x y E G u V G

M G d d d
 

= + =  

( )
  ( )

2

,

.
x y

x y E G

M G d d


=  

به صورت   Gبرای گراف    ]11[همچنین شاخص فرگاتن  

 شود: زیر تعریف می

( )
  ( ) ( )

2 2 3

,

.
x y u

x y E G u V G

F G d d d
 

= + =  

میانگین   عبارتی  به  یا  متوسط  با حد  برابر  را  ریاضی  امید 

می اختیار  تصادفی  متغیر  که  تعریف  مقادیری  کند، 

مانند  می تصادفی  متغیر  یک  ریاضی  امید  با   Hکنند.  را 

 HE   دهیم. اگر  می  نشانH    وK    دو متغیر مستقل

 باشند، آنگاه داریم 

     HK H K=E E E. 

شاخص مطالعه  در  پرطرفدار  موضوعات  از  های  یکی 

شاخص این  کران  تعیین  مطالعه  توپولوژیکی،  و  ها 

تحلیل ویژگی همچنین  آنهاست.  گسسته  عددی  های  های 

ها در گراف تصادفی  انجام شده بر روی تعدادی از شاخص

ها  بالا و پایین برای این شاخص  رنی و تحلیل کران-اردش

توان برای دهد که میسازی شده نشان میو مطالعات شبیه

کراناین شاخص نها  بر حسب  راسهایی  تعداد  از  ها  یمی 

و همکاران، پایاهای گرافی شاخص    . داسلیکنظر گرفتدر  

های  نوع دوم و شاخص فرگاتن برای گراف  ،زاگرب نوع اول

اردش کرده-تصادفی  تحلیل  و  تجزیه  را  .  ]12[  اندرنی 

تعمیم    لی  همچنین زاگرب  گرافی  پایاهای  همکاران،  و 

گراف در  اردشیافته  کرده-های  تعیین  را    .]13[اند  رنی 

گراف روی  مطالعات  این  اردشبیشتر  تصادفی  رنی  -های 

و  بررسی  به  یوان،  اخیرا  اینکه  تا  است،  گرفته  صورت 

راندیک و شاخص عمومی   محاسبه حدود شاخص عمومی 

گراف  در  جمع  تصااتصال  اردشهای  ناهمگن  -دفی  رنی 

  .]4[پرداخته است 



 های تصادفی دوبخشی ناهمگن برای گراف   مبتنی بر درجات رئوس  پایاهای گرافیبرخی  ریاضی   امید                                           4

 

های راندیک و  به تحلیل شاخص  و همکاران  مارتینز  ، بعلاوه

گراف در  اردش هایهارمونیک   اندپرداختهرنی  -تصادفی 

کاربرد این   زادهقربانی و حسین . از سوی دیگر،  ]15،  14[

نانواستار  شاخص مانند  نانوشیمی  ساختارهای  در  را  ها 

  .]8،  7، 5[ اند دندریمرها بررسی کرده

به رابطه میان    ]16[زاده  همچنین در پژوهش اخیر حسین 

درجهشاخص بر  مبتنی  ز  های  و  گراف  های  یرگرافیک 

مطالعات جدید یوان    ،همچنین.  است  تصادفی آن پرداخته

های مبتنی بر درجه در  درباره توزیع مجانبی شاخص  ]17[

 ]18[پژوهش خان و همکاران    ،ناهمگن تصادفی  ای  هگراف

شاخص تحلیل  ساختارهادرباره  در  درجه  و  های  بلوری  ی 

همکاران   و  فنگ  حدی    درباره  ]19[مقاله  قوانین 

تعمیمشاخص گرافهای  در  زاگرب  تصادفی،  یافته  های 

میهمگی   با  نشان  همسو  پژوهش  این  مسیر  که  دهند 

های گرافی  های اخیر در تحلیل احتمالاتی شاخصگرایش

میت پژوهش حاضر در ها بر نوآوری و اهاین ارتباط   .است

مطالعه شاخص گسترش  تأکید  احتمالاتی  گرافی  های 

 . کنندمی

پیشینما   پژوهش  شاخصام  ،]20[  در  ریاضی  های  ید 

برای را  تصادفیگراف   زاگرب  دوبخشی  مدل   های  دو    در 

1 2( , , )G n n p    1و 2( , , )G n n m  در آن محاسبه کردیم .

نیز  محاسباتی  شواهد  ترکیبی،  نتایج  ارائه  بر  علاوه  مقاله، 

های مبتنی بر درجه گزارش شد که درک بهتری از شاخص

گراف میدر  فراهم  تصادفی  دوبخشی  مقاله های  ساخت. 

را   نتایج  این  کلیدر  حاضر  گرافحالت  یعنی  های  تر، 

ناهمگن، تعمیم می این حالت،  دوبخشی تصادفی  در  دهد. 

یال وقوع  ماتریس  احتمال  یک  به  و  نبوده  یکنواخت  ها 

دهد  که به روشنی نشان می  احتمال ناهمگن وابسته است،

تصادفی   ساختار  بودن  ناهمگن گراف  رفتار    یک  بر  چگونه 

 .گذاردهای توپولوژیکی کلاسیک تأثیر میشاخص

کران   در و  ریاضی  امید  مقاله،  پایین  این  و  بالا  های 

های زاگرب نوع اول و دوم و شاخص فرگاتن برای شاخص

ناهمگن  گراف .  کنیمرا محاسبه میهای دوبخشی تصادفی 

های خاص  شده امکان استخراج حالتهای کلی ارائهفرمول

می فراهم  را  مختلف  پارامترهای  تأثیر  بررسی  کنند.  و 

دهند که  ها نشان میسازی های عددی و شبیه، مثالعلاوهب

. این پژوهش  دارند  های تجربی مطابقتنتایج نظری با داده

های توپولوژیکی در  چارچوب جدیدی برای تحلیل شاخص

پیچیده آن ساختارهای  اهمیت  و  کرده  فراهم  در تر  را  ها 

شبکه مدل میسازی  نشان  پیچیده  تمامی    .دهدهای 

مراجع  نماد از  مقاله  این  در  شده  استفاده   ]22،  21[های 

 گرفته شده است. 

 

گراف    -2 اول  نوع  زاگرب  شاخص  ریاضی  امید 

 تصادفی دوبخشی ناهمگن 

 
اول  نوع  زاگرب  )1  شاخص  )M G   از یکی 

های مبتنی بر درجه است که در  ترین شاخصشدهشناخته 

ریاضی   مطالعات  از  خواص  شیمی  بسیاری  توصیف  برای 

می قرار  استفاده  مورد  مقدار  مولکولی  که  آنجا  از  گیرد. 

1( )M G  مدل در  دارد،  بستگی  رئوس  درجات  های  به 

 ای دارد.اهمیت ویژه تصادفی محاسبه امید ریاضی

را   اول  نوع  زاگرب  شاخص  ریاضی  امید  بخش  این  در 

پایینی   کران  و  بالا  کران  همچنین  کرد،  خواهیم  محاسبه 

 کنیم. برای آن تعیین می

کنید    .1.2قضیه   1فرض  2( , , , )nG n n p f   گراف یک 

بطوریکه   باشد  ناهمگن  تصادفی  دوبخشی 
1 2
, 2n n     و

 
1 21 , 1

min
i n j n ij

f 
   

  :باشند، آنگاه 

( ) 

2

1 2 1 2

2

1 1 2 1 2

2
2

2
2 .

n

n

n

n

n n p n n
p

M G n n p n n
p

+ + − 

 + + −

 
 
 

 
 
 

E

 

کنید    اثبات. 1فرض  2( , , , )nG n n p f   گراف یک 

رئوس   از  مجزا  مجموعه  دو  با  ناهمگن  تصادفی  دوبخشی 

باشد، بطوری که    Yو    Xمانند   
11

, ...,
n

X x x=    و

 
21

, ...,
n

Y y y=  و  می باشند 
ix

d    راس هر  درجه 

i
x X  ، 1

i n    با  را
2

1
i

n

x ik

k

d S
=

=  می کنیم  تعریف 

-iسطر  نظیر مولفه واقع شده در  متغیر تصادفی    ikS  که

ماتریس مجاورت گراف  در    Sبلوک  ام در  -kام و ستون  

بطور مشابه    .استتصادفی  
jy

d    درجه هر راس
j

y Y  ،
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 2
j n    را

1

1
j

n

y jr

r

d S
=

=  می بطوریکه   ، کنیمتعریف 

jrS    سطر  متغیر تصادفی نظیر مولفه واقع شده درj- ام

ستون   در  -rو  گرافدر   TSبلوک  ام  مجاورت    ماتریس 

 .است تصادفی 

اینکه  با فرض  اول،  نوع  زاگرب  به تعریف شاخص  با توجه 

G   :یک گراف دوبخشی است، داریم 

( ) 

1 2

1 2 2 2

2 1 1 1

2 2

2 2

1

2 2

1 1

2

'

1 1 1 ' 1

'

2

'

1 1 1 ' 1

'

2

'

1 ' 1

'

i j

i j

i j

x y

x X y Y

n n

x y

i j

n n n n

ik ik ik

i k k k

k k

n n n n

jr jr jr

j r r r

r r

n n

n ik n ik ik

k k k

k k

M G d d

d d

S S S

S S S

p f p f f

 

= =

= = = =



= = = =



= =



= +

= +

= +

+ +

= +

 
 
 

     

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

  

  

 

E E

E E

E

E

( )

1 2

2 1 1 1

1 1

2

'

1 1 1 ' 1

'

1

n n

i

n n n n

n jr n jr jr

j r r r

r r

p f p f f

= =

= = = =



+ +

 
 
 
 

 
 
 
 

 

  
 

فرض   و  تعریف  به  توجه  با  
1 21 , 1

min
i n j n ij

f 
   

  ،

داریم  
  1 2

1 2 1 2ij

i n j n

n n f n n
 

  ( عبارت  از  پس   .1  )

 آید: مینتیجه زیر بدست 

( ) 

2

1 2 1 2

2

1 1 2 1 2

2
2

2
2 .

n

n

n

n

n n p n n
p

M G n n p n n
p

+ + − 

 + + −

 
 
 

 
 
 

E

 

∎ 

دست آمده وابستگی مستقیم بین توجه شود که فرمول به 

نوع اول  زاگرب    امید ریاضیو مقدار    ijf  توزیع احتمالات

نشان می 1ijfکه  ی  دهد. در حالترا  برای همه جفت    =

فرمول   به  رابطه  این  آمدهرئوس،  گراف  بدست  های  در 

 .]20[د گردبازمیرنی -اردش دوبخشی

تصادفی    .2.2مثال   دوبخشی  گراف  یک  کنید  فرض 

1  ناهمگن  2( , , , )nG n n p f   آن در  که  باشیم    داشته 

1 3n   و  =
2 3n بخش،  = دو  از  گراف   یعنی 

1 2 3{ , , }X x x x=  و  
1 2 3{ , , }Y y y y=    شده تشکیل 

احتمال به  یال  هر  0.5np  است.  است.   =  تشکیل شده 

) بردار احتمال ناهمگن )ijf f=   را به صورت زیر در نظر

 بگیرید: 

0.8 0.5 0.2

0.9 0.6 0.3

1.0 0.7 0.4

 
 
 
  

 

ixبیانگر شدت ارتباط بین رئوس    ijfکه در آن   X    و

jy Y    .بیناست یال  وجود  احتمال    jyو    ix  پس 

nبا  برابر   ijp f    امید ریاضی    2.1است. با استفاده از قضیه

اول نوع  زاگرب  )برابر    شاخص  ) 1
8.79M G =E 

 است.

محاسبه  2.2مثال  در   اصلی  عددی  تمرکز  ریاضی  ی  امید 

اول   نوع  زاگرب  تصادفی    درشاخص  دوبخشی  گراف  یک 

بعد است.   فرض   مثال  مولفه  با  تمام  برداراینکه   f  های 

، pو در نظر گرفتن وزن احتمالاتی ثابت    استبرابر یک  

ب شدت  گی  چگونو  این شاخص    ی مدلسازیر جنبه تأکید 

پیچیدهدر شبکه ساختاری    بودن  تعاملات و ناهمگن ،  های 

 .  ددارهای زیستی شبکهمانند 

تصادفی    .3.2مثال   1گراف  2( , , )G n n p  1  با 3n  و  =

2 3n مجموعه  ،= بین  یال  هر  با    Y  و  Xهای  که 

ثابت   0.5pاحتمال  مولفه  f  و  = یک  با  ثابت  های 

بگیرید.  می نظر  در  را  این  باشد  از حالت،  در  استفاده  با 

اول  1.2قضیه   نوع  زاگرب  شاخص  ریاضی  برابر   امید 

( ) 1
27M G =E  با    .است مقایسه  مبنای  مدل  این 

یکنواخت، دهد در شرایط  حالت ناهمگن است و نشان می

 .ها رشد خطی داردشاخص زاگرب با افزایش تراکم یال
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ریاضی  ادامهدر   امید  محاسباتی  )پیچیدگی(  رشد  میزان   ،

دوبخشی   تصادفی  گراف  برای  اول  نوع  زاگرب  شاخص 

 معرفی شده است.  Oناهمگن بر حسب نماد  

 

کنید    .24.نتیجه   1فرض  2( , , , )nG n n p f   گراف یک 

 دوبخشی تصادفی ناهمگن باشد، آنگاه: 

( )   ( )2 2

1 1 2 1 2
max , .M G O n n n n=E 

 ∎آید.  نتیجه بدست می 1.2با توجه به قضیه  .اثبات

 

کنید    .25.نتیجه   1فرض  2( , , , )nG n n p f   گراف یک 

هر   ازای  به  بطوریکه  باشد  ناهمگن  تصادفی  دوبخشی 

 1
i n    و 2

j n   باشیم ijf  داشته  t=   که

0 1t  :آنگاه داریم ، 

( )  2 2

1 1 2 1 2

2
2 .

n

n

M G n n p t n n
p t

= + + −
 
 
 

E 

1اگر    .اثبات 2( , , , )nG n n p f   دوبخشی گراف  یک 

هر   برای  بطوریکه  باشد  ناهمگن  و  تصادفی  1
i n   و

 2
j n  ،( )ijf f=  مولفه با  بردار  ثابت یک  های 

ijf t=   بطوریکه باشند  یک  و  صفر  بین  اعداد  از 

( )1ij ntPr S p= چون ijSو    = هستند.  مستقل  ها 

1  ها ثابت هستند،ijfتمام   2( , , , )nG n n p f   یک گراف

اردش دوبخشی  اثبات  -تصادفی  از  استفاده  با  است.  رنی 

 ∎آید. ، نتیجه مورد نظر بدست می1.2قضیه 

 

اگر    .26.توجه   خاص  حالت  هر  در  برای  1
i n    و

 2
j n    1داشته باشیمijf npو قرار دهیم    = p=  ،

دوبخشی تصادفی  گراف  1  یک  2( , , )G n n p   خواهیم

 داریم: 5.2داشت که طبق نتیجه 

( )  ( )( )1 1 2 1 2
2 2 .M G n n p n n p= + − +E 

این   که  است  ذکر  به  قضیه  لازم  در  قسمت  1.2عبارت   .

در   است.    ]20[)الف(  آمده  بدست  نویسندگان  توسط  نیز 

∎ 

 

گراف    -3 دوم  نوع  زاگرب  شاخص  ریاضی  امید 

 تصادفی دوبخشی ناهمگن 
 

دو نوع  زاگرب  2  م شاخص  ( )M G    بین تعامل  به  که 

شبکه تحلیل  در  دارد،  توجه  متصل  رئوس  های  درجات 

مانند   مولکولی  خواص  با  پیچیده  و  و  شیمیایی  پایداری 

دارد ارتباط  معنی    ،انرژی  به  ناهمگنی  گنجاندن  بنابراین 

مولکولنزدیک به  مدل  شدن  که  تر  است  واقعی  های 

ندارند یکنواخت  شبکه   .پیوندهای  مقدار در  زیستی،    های 

2 ( )M G  گرهمی گروه  دو  بین  ها  تواند شدت همبستگی 

 .ها( را نشان دهدها و پروتئین)مثلاً ژن

ریاض امید  بار  نخستین  برای  ما  ابتدا  بخش،  این  ی  در 

2 ( )M G    گراف  را ناهمگن  برای  دوبخشی 

1 2( , , , )nG n n p f    این  کنیممیمحاسبه در  ،  گراف. 

احتمال )  ماتریس  )ijf f=    را شبکه  ناهمگن  ساختار 

می بروز  مدل  باعث  و  فرمول هاگامکند  در  جدیدی  ی 

می کهحالت   مانند  ، شودنهایی  1ijf  ی    د شونمی  ظاهر  =

کنیم تا  های بالا و پایین آن را ارائه میسپس کران  .]20[

 .های مختلف روشن شودرفتار شاخص در مدل

 

1اگر    . 1.3قضیه   2( , , , )nG n n p f   دوبخشی گراف  یک 

باشیم   داشته  و  باشد  ناهمگن  تصادفی 
1 2
, 2n n     و

 
1 21 , 1

min
i n j n ij

f 
   

  :آنگاه . 

( )

( )( )
( )

( )

( )( )

1 2

1 2 22

1 2

1 2

1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
.

1 1

n

n

n

n

n

n

p n n
n n p M G

p n n

p n n
n n p

p n n



+ + − + 
      − − 

+ + + − + 
  

 − − 

E
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کنید    .اثبات 1فرض  2( , , , )nG n n p f   گراف یک 

رئوس   از  مجزا  مجموعه  دو  با  ناهمگن  تصادفی  دوبخشی 

 
11

, ...,
n

X x x=    و 
21

, ...,
n

Y y y=  باشد.  می

ix
d    راس هر  درجه 

i
x X  ، 1

i n   مشابه بطور  و 

jy
d  درجه هر راس

j
y Y  ، 2

j n باشد.  می 

با توجه به تعریف شاخص زاگرب نوع دوم، چنین خواهیم  

 داشت:

( ) 
  ( )

( )
1 2 1 2

2

,

1 1 1 1

2

i j

i j

i j i j

x y

x y E G

n n n n

x y ij x y ij

i j i j

M G d d

d d S d d S



= = = =

=

= =

 
 
 

 
    

 



 

E E

E E

 

 از طرفی داریم: 

2 1

2

1 2 1

2 1

1 1

1

1 1 1

2 2

1 1

3

1

i j

n n

x y ij ik jr ij

k r

n

ij ji ij ik ji ij

k

k j

n n n

ij jr ij ik jr ij

r k r

r i k j r i

n n

n ij n ij ik n ij jr

k r

k j r i

n ij ik jr

r

r i

d d S S S S

S S S S S S

S S S S S S

p f p f f p f f

p f f f

= =

=



= = =

  

= =

 

=



=

= + +

+

= + +

+

     

      

      





 

 

E E

E E

E E

2 1

1

n n

k

k j

=





 

 ( داریم: 2عبارت )بنابراین با جاگذاری در  

( ) 

( )

2

1 2

1 2 1

2

2

1

1 1 2 3

1 1 1

3

n

n ij n ij ik

kn n
k j

n n n
i j

n ij jr n ij ik jr

r k r

r i k j r i

M G

p f p f f

p f f p f f f

=



= =

= = =

  

=

+

+

 
 
 
 
 +
  
 




 

E

 

فرض   و  تعریف  به  توجه  با  
1 21 , 1

min
i n j n ij

f 
   

  ،

داریم  
  1 2

1 2 1 2ij

i n j n

n n f n n
 

  ( عبارت  از  پس   .3  )

 آید: نتیجه زیر بدست می

( )

( ) ( )
( ) 

( )

( ) ( )

1 2

1 2 22

1 2

1 2

1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
.

1 1

n

n

n

n

n

n

p n n
n n p M G

p n n

p n n
n n p

p n n


+ + − +


− −

+ + −


+ − −

 
 
 

 
 
 

E

∎ 

تصادفی  .  2.3مثال   دوبخشی  گراف  یک  کنید  فرض 

1  ناهمگن  2( , , , )nG n n p f    که باشیم  آن داشته    در 

1 2 3n n= 0.5np  و  = است  = شده  بردار تشکیل   .

ناهمگن   )احتمال  )ijf f=    نظر در  زیر  صورت  به  را 

 بگیرید: 

0.8 0.5 0.2

0.9 0.6 0.3

1.0 0.7 0.4

 
 
 
  

 

قضیه   در  آمده  بدست  فرمول  در  جایگذاری  ،  1.3با 

( ) 2
7.062M G =E .است  

دوبخشی    3.3مثال   تصادفی  گرافی  را  کاربرد  در  ناهمگن 

 دهد. میهای زیستی نشان مدلسازی شبکهیک 

 Y  ها و مجموعهبیانگر ژن  Xاگر مجموعه    .3.3مثال  

پروتئین گراف  بیانگر  آنگاه  باشد،  زیستی  شبکه  یک  در  ها 

1 2( , , , )nG n n p f  ،ژنمی تعاملات  را –تواند  پروتئین 

nاحتمال    .کند  مدل ijp f   ژن تمایل  میزان  به    iبیانگر 

  .است jسازی پروتئین  فعال

ماتریس ناهمگنی  حالت،  این  )احتمال    در  )ijf f= 

تفاوتنشان تعاملدهنده  شدت  در  بیولوژیکی  .  هاستهای 

)تحلیل   ) 2
M GE  می مدل  این  شدت  در  تواند 

ای ها از نظر ساختار شبکه ها و پروتئینهمبستگی بین ژن 

 .نشان دهدرا 
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ریاضی   امید  محاسباتی  )پیچیدگی(  رشد  میزان  ادامه،  در 

دوبخشی   تصادفی  گراف  برای  دوم  نوع  زاگرب  شاخص 

 معرفی شده است.  Oناهمگن بر حسب نماد  

 

کنید    .34.نتیجه   1فرض  2( , , , )nG n n p f   گراف یک 

 دوبخشی تصادفی ناهمگن باشد، آنگاه: 

( )  ( )2 2

2 1 2
.M G O n n=E 

 ∎ .آید، نتیجه بدست می1.3با توجه به قضیه  .اثبات

 

1اگر    . 35.نتیجه   2( , , , )nG n n p f   یک گراف دوبخشی

و   باشد  ناهمگن  هر  تصادفی  ازای  به  1
i n    و

 2
j n    باشیم ijfداشته  t=    0که 1t   آنگاه  ،

 داریم:

( ) 
( )

( )( )

1 2

2 1 2 2 2

1 2

1 2
.

1 1

n

n

n

n n p t
M G n n p t

n n p t

+ + −
=

+ − −

 
 
 

E 

1اگر    .اثبات 2( , , , )nG n n p f   دوبخشی گراف  یک 

تمام   چون  باشد  ناهمگن  هستند،  ijfتصادفی  ثابت  ها 

هر  بطوریکه   ازای  به  1
i n    و 2

j n  ،

( )1ij ntPr S p= که    = 0,1
n

p     و 0,1t 

ها ثابت  ijfها مستقل باشند. چون تمام  ijSثابت باشند و  

قضیه   اثبات  از  استفاده  با  نظر  1.3هستند،  مورد  نتیجه   ،

 ∎آید.  بدست می

 

هر    .36.توجه   ازای  به  اگر  خاص  حالت  در  1
i n   و

 2
j n    1داشته باشیمijf npو قرار دهیم    = p=  ،

دوبخشی تصادفی  گراف  1  یک  2( , , )G n n p   خواهیم

 داریم: 5.3داشت که طبق نتیجه 

( ) 
( )( )

( )

2

1 2

2 1 2

1 2

1 1
.

2 1

n n p
M G n n p

n n p

− −
=

+ + − +

 
 
 

E 

قضیه   در  عبارت  این  که  است  ذکر  به  قسمت  1.2لازم   .

 ∎نیز توسط نویسندگان بدست آمده است.  ]20[)ب( در 

 

تصادفی    -4 گراف  فرگاتن  شاخص  ریاضی  امید 

 دوبخشی ناهمگن

 
فرگاتن شاخص  شیمی،  )  در  )F G  فیزیک خواص   و   یبا 

بنابراین نتایج    ،ها ارتباط داردشیمیایی مانند انرژی مولکول 

نشان بخش    در   ناهمگنی   به  توجه  اهمیتدهنده  این 

به   .است  سازیمدل امر  در    این  واقعیمدلویژه  از    های 

درجات    ها شبکه  اهمیت   رئوسکه  دارند  نامتوازن  توزیع 

 .دارد

شاخص   ریاضی  امید  پایین  و  بالا  کران  نیز  بخش  این  در 

تعیین   ناهمگن  دوبخشی  تصادفی  گراف  برای  را  فرگاتن 

 کنیم. می

کنید    . 1.4قضیه   1فرض  2( , , , )nG n n p f   گراف یک 

بطوریکه   باشد،  ناهمگن  تصادفی  دوبخشی 
1 2
, 3n n     و

 
1 21 , 1

min
i n j n ij

f 
   

  :باشند. آنگاه   

( )

( )( )

( )( )

( ) 

( )

( )( )

( )( )

1 2

2

1 2 1 1

2

2 2

1 2

2

1 2 1 1

2

2 2

2 3 2

1 2

1 2

2 3 2

1 2 .

1 2

n

n n

n

n

n n

n

p n n

n n p p n n

p n n

p n n

F G n n p p n n

p n n



+ + − +

− − +

− −

+ + −

  + − − +

− −

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

E

 

1  .اثبات 2( , , , )nG n n p f   دوبخشی گراف  یک  را 

و    Xتصادفی ناهمگن با دو مجموعه مجزا از رئوس مانند  

Y    که بگیرید  نظر  در  
11

, ...,
n

X x x=   و

 
21

, ...,
n

Y y y=  باشند و درجه هر راس  می
i

x X ،

 1
i n    را

ix
d    در نظر بگیرید بطوریکه

2

1
i

n

x ik

k

d S
=

=  

و بطور مشابه درجه هر راس  
j

y Y  ، 2
j n    را

jy
d 

در نظر بگیرید بطوریکه 
1

1
j

n

y jr

r

d S
=

= . 
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یک   Gبا توجه به تعریف شاخص فرگاتن و با فرض اینکه  

 گراف دوبخشی است، داریم:  

( ) 

1 1

1 2

2 2 2

1

2 2 2

3 2

'

1 ' 1

'

3 3

3 3

1 1

3 2

'

1 1 ' 1

'

1

' "

1 ' 1 " 1

' " , '

3

3

i j

i j

i j

n n

jr jr jr

r r r

r r

x y

x X y Y

n n

x y

i j

n n n

ik ik ik

k k kn
k k

n n n
i

ik ik ik

k k k

k k k k k

S S S

F G d d

d d

S S S

S S S

= =



 

= =

= = =



=

= = =

 

+

= +

= +

+

= +

 
 
 

     

 
+ 

 
 
 
 
  

 

 

 

 


 

E

E E

E E

E

2 1 1 1 1

' "

1 1 1 ' 1 " 1

' " , '

2 2 2

1

2 2 2

1

2

'

1 1 ' 1
'

1 3

' "

1 ' 1 " 1
' " , '

2

'

1 ' 1

3

3

n n n n n

jr jr jr

j r r r

r r r r r

n n n

n ik n ik ik

k k kn
k k

n n n
i

n ik ik ik

k k k
k k k k k

n

n jr n jr jr

r r
r

S S S

p f p f f

p f f f

p f p f f

= = = = =

 

= = =


=

= = =
 

= =

+

 
 
 
 

 
+ + 

 
= + 

 
 
  

+

   

 


 



( )

1 1

2

1 1 1

1
'

1 3

' "

1 ' 1 " 1
' " , '

4

n n

rn
r

n n n
j

n jr jr jr

r r r
r r r r r

p f f f

=


=

= = =
 

 
+ 

 
 
 
 
  




 

با توجه به تعریف و فرض داریم  

 
1 2

1 , 1
min

i n j n ij
f 

   
،   داریم

  
1 2

1 2 1 2ij

i n j n

n n f n n
 

  ( نتیجه زیر 4. پس از عبارت )

 آید: بدست می

( )

( )( )

( )( )

( ) 

( )

( )( )

( )( )

1 2

2

1 2 1 1

2

2 2

1 2

2

1 2 1 1

2

2 2

2 3 2

1 2

1 2

2 3 2

1 2 .

1 2

n

n n

n

n

n n

n

p n n

n n p p n n

p n n

p n n

F G n n p p n n

p n n



+ + − +

− − 

+ − −

+ + − +

 − − +

− −

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

E

 

∎ 

تصادفی    .2.4مثال   دوبخشی  گراف  یک  کنید  فرض 

1  ناهمگن  2( , , , )nG n n p f   آن در  که  باشیم    داشته 

1 2 3n n= 0.5np  و  = بردار  = است.  شده    تشکیل 

ناهمگن   )احتمال  )ijf f=    نظر در  زیر  صورت  به  را 

 بگیرید: 

0.8 0.5 0.2

0.9 0.6 0.3

1.0 0.7 0.4

 
 
 
  

 

قضیه   در  آمده  بدست  فرمول  در  جایگذاری  ،  1.4با 

( )  16.677GF =E  .است 

ریاضی   امید  محاسباتی  )پیچیدگی(  رشد  میزان  اکنون 

بر   ناهمگن  دوبخشی  تصادفی  گراف  برای  فرگاتن  شاخص 

 معرفی شده است.  Oحسب نماد  

 

کنید    .3.4نتیجه   1فرض  2( , , , )nG n n p f   گراف یک 

 دوبخشی تصادفی ناهمگن باشد، آنگاه: 

( )   ( )3 3

1 2 1 2
max , .F G O n n n n=E 

 ∎آید.  ، نتیجه بدست می1.4با توجه به قضیه  .اثبات

 

1اگر    . 4.4نتیجه   2( , , , )nG n n p f   یک گراف دوبخشی

و   باشد  ناهمگن  برای هر  تصادفی  1
i n    و 2

j n

باشیم   ijfداشته  t=    0که 1t     و
1 2
, 3n n   ،

 آنگاه داریم: 

( ) 

( )

( )( )

( )( )

1 2

2 2

1 2 1 1

2 2

2 2

2 3 2

1 2 .

1 2

n

n n

n

n n p t

F G n n p t n n p t

n n p t

+ + − +

= − − +

− −

 
 
 
 
 

E 

1اگر    .اثبات 2( , , , )nG n n p f   دوبخشی گراف  یک 

بطوریکه   باشد  ناهمگن  هر  تصادفی  ازای  به  1
i n    و

 2
j n  ،( )1ij ntPr S p= که    = 0,1

n
p     و

 0,1t    ثابت باشند وijS ها مستقل باشند. چون تمام



های تصادفی دوبخشی  برای گراف   مبتنی بر درجات رئوس  پایاهای گرافیبرخی  ریاضی   امید                                           10

 ناهمگن 

 

ijf  اثبات قضیه از  استفاده  با  ثابت هستند،  نتیجه   4.1ها 

 ∎ آید.مورد نظر بدست می

 

ازای    .5.4توجه   به  اگر  خاص  حالت  هر  در  1
i n    و

 2
j n    1داشته باشیمijf npو قرار دهیم    = p=  ،

دوبخشی تصادفی  گراف  1  یک  2( , , )G n n p   خواهیم

 داریم: 4.4داشت که طبق نتیجه 

( ) 

( )( )

( )( )

( )

2

1 1

2

1 2 2 2

1 2

1 2

1 2 .

3 2 2

n n p

F G n n p n n p

n n p

− − +

= − − +

+ − +

 
 
 
 
 

E 

. قسمت )ج(  1.2لازم به ذکر است که این عبارت در قضیه  

 ∎ نیز توسط نویسندگان بدست آمده است. ]20[در 

 

 نتیجه گیری  -5

 

گراف ماهیت  به  رخ  توجه  سازی  مدل  در  تصادفی  های 

های اجتماعی، برقراری پیوند  دادهای طبیعی، مانند شبکه

ها  این گرافهای مواد شیمیایی و ...، باعث شده که  بین اتم

رشته  بین  علوم  در  زیادی  پ کاربردهای  و  یای  کنند  دا 

 ها بپردازند.  پژوهشگران بسیاری به مطالعه این گراف

گراف تعریف  به  توجه  ناهمگن،  با  دوبخشی  تصادفی  های 

شود که احتمال وقوع  ها استفاده میزمانی از این نوع گراف

بهیال گراف  بخش  دو  در  نها  یکنواخت  این  صورت  باشد. 

به درمدل  ساختارهای  شبکه  مطالعه  ویژه  با  واقعی  های 

شاخص شیمی،  ریاضی  در  دارد.  کاربرد  های  نامتوازن 

پیش برای  مهمی  ابزار  فرگاتن  شاخص  و  بینی  زاگرب 

توجه  ترکیبات هستند.  انرژی  و  پایداری  مولکولی،  خواص 

شاخص این  در  ناهمگنی  مدلبه  امکان  دقیقها  تر سازی 

میمولکول  فراهم  را  متفاوت  پیوندهای  با  و  هایی  آورد 

پیچیده  می شیمیایی  ترکیبات  تحلیل  و  طراحی  در  تواند 

گیرد قرار  استفاده  اثر  مدلاین  ظهور    .مورد  بیانگر  ها 

ویژگی بر  ناهمگنی    هستند   های ساختاری گرافغیرخطی 

با  توان شبکه دهند که نمیو نشان می های واقعی را صرفاً 

 .های یکنواخت توصیف کردمدل

شبکه شاخصدر  این  بیولوژیکی،  مناسبی  های  معیار  ها 

رئوس  بین دو مجموعه  تعامل  و  برای سنجش همبستگی 

ژن پروتئین)مانند  و  میها  محسوب  مدل  ها(  شوند. 

های متفاوت برای اتصال ناهمگن، با در نظر گرفتن احتمال

های  شبکهمیان اجزای شبکه، سازگاری بیشتری با واقعیت  

می و  دارد  پویاییزیستی  تحلیل  به  مقاومت  تواند  و  ها 

 .هایی کمک کندساختاری چنین سیستم

آمده  دستهای بهعلاوه بر این، حدود نظری و امید ریاضی

شاخص در  برای  عملی  کاربردهای  فرگاتن  و  زاگرب  های 

نشان    3.3گونه که در مثال  های واقعی دارند. همانسیستم 

ارائه نتایج  است،  شده  می  داده  تحلیل  شده  برای  توانند 

های ناهمگن مورد استفاده قرار های ساختاری شبکه ویژگی

این شاخصگیرند. در شبکه به سنجش  های شیمیایی،  ها 

ساختار کمک می پیچیدگی  و  مولکولی  در  پایداری  کنند، 

شبکهحالی در  همبستگی که  توصیف  برای  زیستی،  های 

ها کاربرد  درجه و مقاومت تعاملات زیستی میان موجودیت 

این از  مدلدارند.  ارائهرو،  نامتغیرهای  های  میان  پلی  شده 

مدل و  سیستمگرافی  در  عملی  برقرار سازی  پیچیده  های 

 .سازندمی

از  مورد  سه  ریاضی  امید  محاسبه  به  ما  مقاله،  این  در 

های توپولوژیکی مبتنی بر  ترین شاخصترین و مهمقدیمی

های شاخص اول و دوم زاگرب و  درجات رئوس گراف، با نام

گراف برای  فرگاتن  شاخص  دوبخشی  نیز  تصادفی  های 

پرداخته  کران ناهمگن  همچنین  امید  ایم.  برای  را  هایی 

ایم تا بتوان با استفاده  ریاضی این پایاهای گرافی ارائه کرده

آن  دوبخشی،  از  گراف  یک  داشتن  دست  در  بدون  ها، 

شاخص این  برای  بررسی  تخمینی  به  نهایتا  و  داشت  ها 

این شاخصیپ  برای محاسبه  زمانی  پرداختهچیدگی  ایم.  ها 

در   آمده  بدست  نتایج  از  استفاده  با  که  است  ذکر  به  لازم 

ارائه شده در  این مقاله، می از نتایج  را   ]20[توان تعدادی 

 رفت.گنتیجه 

مینوآوری  را  پژوهش  این  اصلی  جنبه های  چند  در  توان 

بار    خلاصهاساسی   نخستین  برای  مطالعه،  این  در  کرد. 
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گراف  شاخص مدل  چارچوب  در  بررسی  مورد  های 

شده محاسبه  ناهمگن  حالیدوبخشی  در  در  اند،  که 

]پژوهش پیشین  مدل  20های  کلاسیک  حالت  تنها   ]

همچنین، بود  گرفته  قرار  بررسی  مورد  رنی–اردوش  .

ارائهفرمول کلی  نههای  بر  شده  در  را  ناهمگن  حالت  تنها 

استخراج و تحلیل حالتمی امکان  بلکه  های خاص  گیرند، 

می فراهم  نیز  با  را  نظری  نتایج  ترکیب  نهایت،  در  سازند. 

شبیهمثال و  عددی  میسازیهای  نشان  که  ها  دهد 

های تجربی سازگاری بالایی دارند و  های نظری با دادهیافته

 .از دقت و اعتبار قابل توجهی برخوردارند

برای   را  جدیدی  مسیرهای  پژوهش  این  نهایت،  در 

می آینده  میتحقیقات  جمله  از  تحلیل گشاید.  به  توان 

کران دقیق ریاضی تر  امید  برای  پایین  و  بالا  های 

تصادفی  گرافهای  شاخص بررسی های  ناهمگن، 

توپولوژیک دیگر  شاخص رمانند شاخصهای  اندیک و  های 

فاصلهشاخص بر  مبتنی  چارچوب    همچنینو    های  تعمیم 

های وزندار و حتی های چندبخشی، گرافشده به گرافارائه 

های  ی الگوریتم های پویا اشاره کرد. همچنین، توسعه گراف

محاسبه برای  شاخصکارآمد  این  شبکهی  در  با  ها  هایی 

بزرگ میمقیاس  جهتتر  برای تواند  ارزشمندی  گیری 

میپژوهش نشان  مقاله  این  نتایج  باشد.  آتی  که  های  دهد 

تنها از لحاظ نظری نههای تصادفی  گرافتوجه به ناهمگنی  

توصیف  برای  نیز  کاربردی  دیدگاه  از  بلکه  دارد،  اهمیت 

 .ناپذیر استهای واقعی امری اجتنابشبکه 

 

 تعارض منافع

 
م  گانسندینوبدینوسیله   انتشار  نکنیاعلام  مورد  در  که  د 

 منافع وجود ندارد.  تعارضمقاله  نیا
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