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 چكيده
و متغير بررسي شده است سازي ستون در اين تحقيق مسئله بهينه و متغيرهـاي بهينـه. هاي چندتكه با مقطع ثابت  شـعاع سـازي طـول

و تابع هدف، مقدار بار بحراني كمانش است مـسائل مختلفـي بـراي. كردن نيروي كمانش اسـت بيشينه سازي ملاك بهينه. ژيراسيون بوده
و دوسرپين  براي مسائل مقطع متغير فرض شده است كه شعاع. دار حل شده است شرايط مرزي گوناگون از جمله يك سردرگير، دوسردرگير

يك. كندت خطي نسبت به طول تغيير مي صورهب ژيراسيون سه نتايج مربوط به ستون و  هاي متفاوت نيز آورده شده تكه با شيب تكه، دوتكه
و يا طول تكه براي پاره. است شدهواقع بررسيه نيز مورد نتايج مربوطو اي از سـتون بايـد ثابـت اي مسائل كاربردي كه شعاع ژيراسيون

. اند مقادير از قبل معلوم بهينه شدهباشد، بقية متغيرها به جز

.ستون، تير، كمانش،بهينه سازي سازه: كليديگانواژ

ali.ghoddosian@gmail.com -0�12�3� �4� ��
،، دانشگاه سمنانپرديس فنيگروه مهندسي مكانيك، : 5 *
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 مقدمه
بالا بودن نيروي كمانش بر عملكرد، بهره بـرداري

ازو نگهداري سازه ها در حـوزه  هـاي مهندسـي مختلـف
و سازه  يها جمله مكانيك، عمران، هوافضا، صنايع خودرو

 بـا هاي نـازكو پوسته ورقهرگاه. دريايي تاثيرگذار است
مين، به درستي تغييرشكل ده ثابتحجم توانند نيروي د،

.كمانش بالايي را تحمل كنند
و بويكين ، بهينـه 1978 در سال]1[هورن باكل

را سازي كمانشي تير يك سر درگير با مقطع گـرد تـوپر
و  و زن تيـر مـورد تحت نيـروي محـوري در سـر آزاد آن

و  ب%5/11بررسي قرار دادند و. دست آوردنده بهبود ترنر
، ستون دو سر گيردار را با روش 1980 در سال]2[پلات

و بـه بهبـود%6/27اجزاء محـدود بهينـه سـازي كردنـد
و همكارانش. آوردند دست ، بهينـه 1991 در سال]3[گو

سازي كمانشي ستون پنج تكه را بررسي كردند كه سطح
و طول هر تكه متغير طراحـي بـودم مـساله بهينـه. قطع

. هاي رياضـي زيـادي برخـوردار بـود سازي از پيچيدگي 
، بهينــه ســازي كمانــشي 2002در ســال]4[مــالوي

و از هـيچ ستونهاي چند تكـه را مـورد بررسـي قـرار داد
و براي ستون  و سطح استفاده نكرد يك فرضي بين ممان

. هبود دادب%30 گيردار با كمانشي را سر

[4] كمانش ستون چندتكه با مقطع ثابت
در اين تحقيق، مسئله بهينه كـردن يـك تيـر بـا
چندين مقطع كه همگي داراي سطح مقطع هاي ثابت در 

مقطع هر تكه ثابـت. جهت طول هستند بررسي مي شود 
بوده ولي ممكن است با مقطـع تكـه هـاي ديگـر از نظـر 

به. انــدازه متفــاوت باشــد ينــه كــردن، تعيــين منظــور از
حداكثر نيروي بحراني كمانش اسـت كـه سـتون مـذكور 

محـدوديتي روي تعـداد تكـه هـا. تواند تحمل كنـدZمي
و سطح مقطـع آنهـا اختيـاري اسـت وجود ندارد  .و طول

. نماي كلي اين تحليل را نشان مي دهد1 شكل

( )1 ( )2 ( )k ( )Ns

1 2
k 1k +

Ns 1Ns +
kL

1.0

x x

 ها چندتكه نماي كلي تحليل ستون،1شكل

راده ترين مسئله، ستوني است كـه تحـت بـاس
و فشاري  قرار دارد كه اولين بار توسـط اولـرPمحوري
ــرن و حــل18در نيمــه ق ــدي ــول بن ــه.دشــ فرم معادل

 خمش حاكم بر هـر تكـه بـا مقطـع-ديفرانسيل كمانش 
ب . زير استصورته ثابت

)1(4 2

4 2 0k
d y d y

EI P
dx dx
+ =

 ممـان دومkI مدول الاستيسيته،Eكه در آن
y بار محوري اعمـال شـده،Pسطح مقطع مورد نظر،

و . نشان دهنده مختـصات محـوري اسـتxخيز عرضي
حل شود، جواب عمومي آن  زير به صورت چنانچه معادله

.خواهد بود
)2(( ) ( )1 2 3 4sin cos 0k ky a p x a p x a x a x L= + + + ≤ ≤

2كــه در آن
k

k

Pp
EI

ك= هــر. اســتمكــي متغيــر

ــه4aو1a،2a،3aكــدام از ثابــت هــاي  ــا توجــه ب  ب
 خيـزyمتغيرهـاي. مـي آينـد بـه دسـت شرايط مرزي

yعرضي، وM شيب خيز يا زاويه خيز،′  بـاQ گـشتاور
برشي چهار متغير حالتي هستند كه شرايط يـك مـسئله

با توجه به شـرايط. تير يا ستون را مي توانند ايجاد كنند 
 مي توانند مقدار خاصي بـه ضرايبمرزي، هر كدام از اين 

مثال، ستوني را در نظر بگيريـد كـه از رايب. خود بگيرند
و از طــرف ديگــر آزاد باشــد در ايــن. يــك طــرف درگيــر

yوyصورت، در قسمت درگير ستون،   صـفر خواهـد′
و در قسمت آزاد تير،  مقدار صـفر بـه خـودQوMبود

 را4aو1a،2a،3aهر كدام از ثابت هـاي. مي گيرند
y،yمي توان بر حـسب متغيرهـاي حالـت ′،MوQ

 بـه درسـتي ضـرايب براي اين كار لازم است ايـن. نوشت
. بيان كننـده خيـز سـتون اسـتy متغير. تعريف شوند

y متغير و با يـك′  نشان دهنده شيب تير يا ستون بوده
م . مـي آيـد بـه دسـت،yشتق گرفتن از رابطه خيز، بار

. مي آيدبه دست زير رابطهرابطه گشتاور يا ممان از
)3(2

2

d yM EI
dx

=

في، كـاM آوردن مقـدار به دست براي بنابر اين
بـا توجـه بـه. ست دو بار از رابطه تير مشتق گرفته شودا

. مي آيدبه دست از رابطه زيرQوجود بار محوري، 
)4(3

3

dM d yQ Py EI
dx dx

′− = = 
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. نشان دهنـده بـار محـوري اسـتPكه در آن
و هـم بر اين بنا  با سه بـار مـشتق گـرفتن از رابطـه خيـز

yچنين با اسـتفاده از از رابطـه  بـه دسـتQ، مقـدار′
 زيـر بـه صـورت مشتقات اول تا سوم معادله خيز. آيد مي

.خواهند بود

)5(( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 3

2 2
1 2

3 3
1 2

cos sin

sin cos

cos sin

k k k k

k k k k

k k k k

y a p p x a p p x a

y a p p x a p p x

y a p p x a p p x

 ′ = − + ′′ = − − ′′′ = − +

ــدام از ــر كـ ــهـ  را4aو1a،2a،3a رايبضـ
0xتوان بر حسب متغيرهاي حالت در نقطه مي بـه=

 بــر4aو1a،2a،3aبــا داشــتن مقــادير. آورددســت
حسب متغيرهاي حالت ابتـداي تكـه، متغيرهـاي حالـت

بـه انتهاي تير نيز بر حسب متغيرهاي حالت ابتداي تيـر 
. مي آينددست

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

2

1

1

sin 1 cos sin

sin 1 cos
cos

cos sin
sin

k k k k k kk
k k k k k

k k

k k k k k
k k k k k k

k k k k k k
k k k k k k

k k

P L P L P LLy y y M Q
P P P Pp

p P L P L
y P L y M Q

P P
p P L p P L

M EI p P L y M Q
P P

Q Q

+

+

+

+

   −  ′ = + + + −     − ′ ′= + +    ′= − + +     =

)6(
 نـشانيكاربردي تـر صورتهب اين معادلات را مي توان

از. داد  بي بعد، مـي توانـد مـسئله را كميت هاي استفاده
 مي توان ضرايبچراكه با استفاده از اين. كاربردي تر كند

و شكلي حـل به صورت مسئله را . نمـود كلي با هر اندازه
 زير تعريف به صورت بي بعد دخيل در اين مسئله ضرايب

. مي شوند

)7(
2

2
,

kk k k

k
k

k
kk k

kk kk

L LM M LEI L
rL rP P
rEI
AL AQ Q
AEI
yI yI LI

∗ ∗

∗∗

∗∗

∗∗

  =  =      ==       ==       ==  

 بـارQ بار محوري،P گشتاور،Mكه در آن
 شـعاعr طـول سـتون،L ممان دوم سطح،Iبرشي،

وAژيراسيون، برخي. خيز ستون استy سطح مقطع
: زير تعريف مي شوندبه صورت بي بعد ديگر كميت هاي

)8(
1

1 1

2 2 2

Ns
Ns Nsk ks k k

s k k

k k
k

A LM A LM A L
M AL A L

Pp p L
I

ρ
ρ

∗ ∗ ∗

∗
∗

∗

= = = =

= =
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بـراي. جرم هر تكه ستون اسـتsMكه در آن
حل مسئله بهينه سـازي كمـانش يـك سـتون فرضـياتي 

 كـه در ادامـه بـه آن اشـارههروي جرم بي بعد اعمال شد
ي جلوگيري از بعد از بي بعد كردن معادلات، برا. شودمي

 بي بعـد را بـا همـان كميت هاي ايجاد متغيرهاي اضافي،
 بنابر اين. داده مي شود نشان∗متغير ولي بدون علامت

و دخيل در معادلات متغيرهاي  زيـر به صـورت جايگزين
.خواهند بود

)9(

2 2

, ,

k k

k k k k

k k k k s s

k k k k k k

M M

P P L L y y

Q Q r r M M

I I A A p p

∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

 →   → → →       → → →        → → →   
 ماتريسي صورت مجموعه معادلات را مي توان به

 ماتريسي اين معادلات، مـاتريس صورتدر. نيز نشان داد
و انتهــاي ارتبـاط دهنــده ميــان متغيرهـاي حالــت ابتــدا

 بـه صـورت اين مـاتريسو ستون، ماتريس انتقال ناميده 
. زير نشان داده مي شود

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1

1

sin 1 cos sin
1

sin 1 cos
0 cos

sin sin
0 cos

0 0 0 1

k k k k k kk

k kk k

k k k k k
k kk k

k k
k k k k

k kk k
k k

P L P L P LL
P P P Ppy y

p P L P Ly yP L
P PM M

P P L P L
P LQ Qp p

+

+

+

+

 − −         −   ′ ′     =            −        
 
  

)10(
و بـا توجـهاب كل ستون داشتن ماتريس انتقال

به شرايط مرزي مي توان معادله مشخصه كمانش سـتون 
و بـا. آورد به دست را  با مد نظر قرار دادن شرايط مـرزي

مي كه جواب غير توجه به اين  باشد، بديهي مسئله مد نظر
حل در اين تحقيق برا. آيد مي به دست معادله مشخصه  ي

هـا اشـاره مسائل كمانش فرضياتي شده است كـه بـه آن
 ممان دوم سطحIكه فرض شده است اول اين.دشو مي

يعني خواهيم.، متناسب است2Aبا مجذور سطح مقطع
:داشت

)11(2I Aα=

. مقداري ثابت استαكه در آن



50 تكه با مقطع خطي متغير هاي چند سازي كمانش ستون بهينه

 هاي چندتكه با مقطع متغير كمانش ستون
د كه ممان دوم سطحشو در اين قسمت فرض مي

و از رابطـة زيـر تبعيـتسن بت به طول ستون متغير بوده
.كند
)12(( ) ( )4I x a bx= +

ــاي ــه در آن متغيره ــابتيbوaك ــادير ث  مق
 خمـش-با اين فرض معادله ديفرانسيل كمـانش. هستند
: زير تغيير خواهد كردبه صورتستون

)13(( )
2 2 2

2 2 2 0d d y d yEI x P
dx dx dx
  + =  

به جواب عمومي متناظر با اين معادله ديفرانسيل
. است زير صورت

( )
( )

( )
( )1 2 3 4

/ /
cos sin

P E P E
y c c x c a bx c a bx

b a bx b a bx

       = + + + + +     + +   

)14(
توان را مي4cو1c،2c،3c ضرايبهر كدام از

y،yبر حسب متغيرهاي حالت  ′،MوQبه دسـت 
 آوردن متغيرهاي حالت بايد به متغير به دست براي. آورد

بـراي گـشتاور.دكـر بودن ممـان دوم سـطح نيـز توجـه
:خواهيم داشت

)15(( ) ( ) ( )
2 2

4
2 2

d y d yM x EI x E a bx
dx dx

= = + 

بار مـشتق گـرفتن از رابطـه بـالا با يك بنابر اين
:خواهيم داشت

)16(( )
( ) ( ) ( ) ( )3 44dM x Eb a bx y x E a bx y x

dx
′′ ′′′= + + + 

:آيدميبه دستنيروي برشي نيز از رابطة زير
)17(( ) ( )

( )dM xQ x Py x
dx

′= + 

)17(و)16(در نتيجــه بــا اســتفاده از رابطــة
:خواهيم داشت

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 44Q x Py x Eb a bx y x E a bx y x′ ′′ ′′′= + + + +

)18(
در اين قسمت نيز متغيرهـاي حالـت در ابتـداي

0xدر نقطة(ستون  و متغيرهـايkرا با انـديس)=
xدر نقطة(حالت در انتهاي ستون L=(را با انـديس

1k ،1c،2c ضـرايب چنانچـه. داده مي شـود نشان+

3c4وcبـه بر حسب متغيرهاي حالت ابتـدايي سـتون
و در رابطـة دست ي، بـه راحت ـشـوند جـايگزينy آيند

توان متغيرهاي انتهاي تير را به متغيرهاي ابتداي تيـر مي
حل مسئله نيز. ربط داد   زيـر به صـورت قيدهاي حاكم بر
:كنند تغيير مي

)19(
( )

1

2 2

1

1
2

Ns
k

k k k k
s k

L

a b L a
M L

 = + + = =

∑

∑
0kbهنگامي كه مـسئله سـاده فرض شـود=

و تبديل به مسئله بهينه سازي سـتون بـا مقطـع گرد يده
بـا. كه در قسمت قبل شرح داده شده است شود ثابت مي 

چنين تغييرات غير خطي ممان دوم سطح در واقع فرض 
و به صـورت شده است كه شعاع ژيراسيون سطح   خطـي

ميبه صورتدر نتيجه مقطع ستون .كند مخروطي تغيير
 مسئله بهينه سازي

 ستون ما يك تكه باشـد، ديگـر مـسئلهچه چنان
ي كـه تعـداد تكـه هـايمهنگـا. بهينه سازي معني ندارد

و ثابـت ستون افزايش مي يابد، به دليل افزايش متغيرهـا
،)كه نـسبت بـه متغيرهـا كمتـر هـستند(بودن معادلات 
و يـا بـا حـل عـددي بـه صـورت ديگر نمي توان  صـريح

ر اين گونه مـسائلد. آورد به دست متغيرها را از معادلات
 آوردن به دست هدف،. بحث بهينه سازي تعريف مي شود

اسـت كـه بـا آن مقـادير،ا مقدار بهينه براي همه متغيره
و يا ماكزيمم به خود بگيـرد  در. تابع هدف مقدار مينيمم

 كـردن بيـشينه بوده كه قـصدPاين تحقيق تابع هدف
 به صورت را نمي توانPئل كمانش در مسا. آن را داريم

 نياز بـه بنابر اين نوشتrوLتابع صريح از متغيرهاي
. مـورد نظـر داريـمPحل عددي براي رسيدن به مقدار

تحقيق دو قيـد در كنـار تـابع در مسئله بهينه سازي اين
اين دو قيد يكي واحد بـودن جـرم بـي. هدف وجود دارد 

و ديگـري واحـد بـودن مجمـوع سيـستم بعد كـل   بـوده
تكه طول :ستاها هاي همه

)20(
1

1

1

Ns
k

s

L

M

 = =

∑

به عنوان مثال براي يك تيـر يـك سـر در گيـر،
ــ ــد، ش ــي باش ــر م ــه درگي ــر ك ــداي تي ــرزي ابت رايط م
0y y ′= و براي انتهاي تير كه آزاد مي باشـد،=  بوده

1 1 0Ns NsM Q+ += ــود= ــن. خواهــد ب ــابر اي ــراي بن  ب
:داشتن جواب غيربديهي بايد رابطه زير برقرار باشد

)21(
33 44 34 43 0T T T T− =
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 نــشان دهنــده درايــه موجــود درijTكــه در آن
و ستونiسطر معادلـه. استTام ماتريس انتقالjام

1مشخصه مربوط بـه شـرايط مـرزي مختلـف درجـدول 
.آورده شده است
 هـدف از الگـوريتم شـد طور كه قبلا اشاره همان

 بهينه سازي پيدا كردن مقـدار بهينـه اي بـراي متغيرهـا
در.دوش كمينهو يا بيشينهست كه تابع هدف مورد نظرا

 نمودن مقـدار بـار كمـانش بيشينهمسئله كمانش، هدف
 بـه دسـت تابع هدف نيز از معادله مشخصه سـتون. است
و شـعاع ژيراسـيون هـرآي مي و متغيرهاي موجود طول د

تابع هدف در كنـار قيـدهايي نيـز محـدود. باشند تكه مي
شده است كه در متن به قيـدهاي مـورد اسـتفاده اشـاره 

.شده است 
 آوردن بار به دست معادله مشخصه براي-1جدول

 كمانش بحراني
عانوا شرط مرزي ���6��78�#�

33 44 34 43 0T T T T− =1 1 1 10and 0Ns Nsy y M Q+ +′= = = ــر= -گي
 آزاد

13 34 14 33 0T T T T− =1 1 1 10and 0Ns Nsy y y M+ +′= = = ــر= -گي
 پين

13 24 14 23

23 44 24 43

0

0

T T T T

T T T T

− =

− =

1 1 1 1

1 1 1 1

:

0and 0

:

0and 0

Ns Ns

Ns Ns

Wholespan

y y y y

Half span

y y y Q

+ +

+ +

′ ′= = = =

′ ′= = = =

ــر -گي
 گير

12 34 14 32

22 44 24 42

0

0

T T T T

T T T T

− =

− =

1 1 1 1

1 1 1 1

:

0and 0

:

0and 0

Ns Ns

Ns Ns

Wholespan

y M y M

Half span

y M y Q

+ +

+ +

= = = =

′= = = =

-نپي 
 پين

نحوه عملكرد الگوريتم بدين صورت است كه در ابتـدا بـا
توجه به شرايط مرزي تعريف شده بـراي الگـوريتم، نـوع 

بـراي حـل مـسئله بهينـه.دشو شرط مرزي مشخص مي 
اي براي متغيرهـا در نظـز گرفتـه سازي، ابتدا مقدار اوليه 

شود كه در اين الگوريم مقدار اوليه براي همه متغيرها مي
1/Nsو  در نظـر هاي ژيراسيون براي شعاع1 براي طول

. باشـد مـي هـا تعداد تكـهNsگرفته شده است كه در آن
الگوريتم پس از بررسي مقادير مختلف از متغيرها، مقـدار

را بهينه آن   كنـد انتخـاب بيـشينه ها را كـه بـار كمـانش
.كند مي

 فلوچارت الگوريتم بهينه سازي بار كمانش-2ل شك

يكنتايج)الف  مقطع ثابتباتكه ستون
هاي چند تكه حالت يـك ساده ترين حالت ستون

اين مسئله ساده ترين نوع مسئله كمانش است. تكه است 
فـرض. ده استشكه در مقاومت مصالح مقدماتي نيز حل 

 با توجهر اين بناب. شود كه ستون يك سر در گير باشد مي
و بــا اســتفاده از مــاتريس انتقــال، معادلــه1بــه جــدول
.آيدميبه دست زير به صورتمشخصه آن

)22(( )1 1 1 2
1 1

cos 0 P Pp L p
I r

= = = 

وPكه در آن اع شـع1r نيروي محوري اعمالي
و بـه جواب معادله بـالا. طول ستون است1Lژيراسيون

: زير خواهد بودصورت

)23(
2 2
1

12cr
rP
L

π =    

crPنش بار بحراني يا كمترين مقدار نيروي كمـا
و بـا توجـه بـه. مي باشد با فرض يك تكه بـودن سـتون
اي از شــعاع تغيرهــا، لازم اســت مقــدار بهينــهمشــرايط 

و طول تكه   آورد كـه مقـدار به دست ها طوري ژيراسيون
. شودبار بحراني حداكثر
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مقدار حداقل بار بحراني با توجه به نوع-2جدول
 ستون يك تكهشرايط مرزي براي 

 مقدار مرجع
 بار بحراني

 نوع شرط مرزي شرط مرزي

2

2.4674

( /2)π

=1 1

1 1

0 and

0Ns Ns

y y

M Q+ +

′= =

= =
 آزاد- گيردار

2

20.1407

( / 0.7)π

=
1 1

1 1
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0Ns Ns

y y
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′= =

= =
 پين- گيردار

2

2

39.4784

(2 )

39.4784
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π
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1 1

1 1

1 1

1 1

:
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0

:

0 and

0

Ns Ns

Ns Ns

Whole span

y y

y y

Half span

y y

y Q

+ +

+ +

′= =

′= =

′= =

′ = =

گيردار-رگيردا

2

2

9.8696

( )

9.8696

( )

π

π

=

=

1 1

1 1

1 1

1 1

:
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0

:
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0

Ns Ns

Ns Ns

Whole span

y M

y M

Half span

y M

y Q

+ +

+ +

= =

= =

= =

′ = =

 پين-پين

 ستون دوتكه نتايج)ب
بــراي يــك ســتون يــك ســر درگيــر كــه دوتكــه

باشد، معادله مشخصه پس از برخـي محاسـبات سـاده مي
ميبه صورترياضي  .شود زير نوشته

)24(
2

1 2 2
2 2
1 2 1

tan tan 1L L rP P
r r r

           =              

2rو1L،2L،1rدر اين معادلـه چهـار متغيـر
معادله بالا تـابع هـدف مـسئله بهينـه سـازي. وجود دارد

و هدف ما  . استP كردن مقدار بيشينهاست
ــانتو ــعاع ك ــر حــسب ش ــي را ب ــار بحران ــاير ب ه

شـود كـه فـرض مـي. دهـد نشان مي2rو1rژيراسيون 
و نسبت عرض بـه عمـق  سطح مقطع ستون ها ثابت بوده

αثابتي دارند .
ا همان شـود منطقـهز شكل مشاهده مي طور كه

و چهارم اتفاق مي افتد چراكه بهينه فقط در ربع  هاي دوم
و سوم مقدار جرم بي بعد، واحـد نخواهـد در ربع  هاي اول
 بـه دسـت مقدار بار بحراني حـداكثر در منطقـه دوم. شد
آن مــي و مقــدار ــد ــزايش9815/2آي  مــي باشــد كــه اف
يك بار بحرانيبه نسبت درصدي836/20  تكه ستون

و ابعاد مـرتبط بـراي3جدولدر. دارد مقادير بار بحراني
تكه ستون بـه طـور. هاي بيشتر را آورده شده است هاي با

ها نيروي كمانش نيز افزايش طبيعي، با افزايش تعداد تكه 
.يابد مي

و شعاع ژيراسيون-3جدول  مقادير بهينه طول
 چندتكه يكنواخت يك سر درگيربراي ستون

( )Gain %( )maxcrP( ), , 1,2,...,kr L k Ns=Ns

-4674/2)1،1(1

84/209815/2
)7245/0،0782/1(-1
)2755/0،7566/0(-2

2

08/291849/3
)5844/0،0983/1(-1
)2834/0،9647/0(-2
)1322/0،5911/0(-3

3

16/312362/3

)5389/0،1171/1(-1
)2249/0،9702/0(-2
)1231/0،9036/0(-3
)1131/0،8331/0(-4

4

و شعاع ژيراسيون براي-4جدول  مقادير بهينه طول
 ستون دوتكه يكنواخت تحت شرايط مرزي مختلف

( )Gain %( )maxcrP( ), , 1,2,...,kr L k Ns=شرط مرزي 
)4674/2(

84/20
9815/2

)7245/0،0782/1(-1
)2755/0،7566/0(-2

 آزاد-درگير

)1907/20(
61/2

7183/20
)5000/0،0432/1(-1
)5000/0،9549/0(-2

ــر -درگيـــ
 دار پين

)4784/39(
00/0

4753/39
)5000/0،000/1(-1
)5000/0،000/1(-2

ــر -درگيـــ
 درگير

)8696/9(
00/0

9,8696 
)5000/0،000/1(-1
)5000/0،000/1(-2

ــين -دار پــ
 دار پين

و شعاع ژيراسيون براي-5جدول  مقادير بهينه طول
 تكه يكنواخت تحت شرايط مرزي مختلف ستون چهار

( )Gain %( )maxcrP( ), , 1,2,...,kr L k Ns=
ــرط شــ
 مرزي

)4784/39(
42/1

0358/40

)1654/0،0287/1(-1
)3346/0،9393/0(-2

 بترتيب متقارن4و3المان
. مي باشند1و2المان هاي

ــر -درگي
 درگير

)8696/9(
76/30

9056/12

)2071/0،1398/1(-1
)2929/0،5859/0(-2

 بترتيب متقارن4و3المان
. مي باشند1و2المان هاي

-دار پين
 دار پين
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هاي تغيير بار بحراني بهينه بر حسب شعاع-3شكل
و با مقطع توپر  ژيراسيون براي يك ستون دوتكه

 مقطع متغيرنتايج)ج
)اگر رابطة ) ( )4I x a bx= 4I را با+ r=مقايسه 

. كـاملا مـشهود اسـتx نسبت بهr، تغيير خطي شود
aو  شـيب تغييـر مقطـعb شعاع ژيراسيون ابتداي تير

كه. ستون است 0bهنگامي  باشد، مقطع تير ثابـت=
و انتهاي ستون بـا هـم برابـر و شعاع ژيراسيون ابتدا بوده

و در واقع مسئله به حالت ساده قبل بر مي  . شـود مي شود
0bهنگامي كه  باشد شعاع ژيراسيون انتهاي سـتون<

و مخروط در جهت طول ستون از ابتداي آن بزرگتر بوده
0bكه هنگامي. شودميباز   باشـد شـعاع ژيراسـيون>

و مخروط در انتهاي تير نسبت به ابتداي آن كاهش يافته
در اين تحقيق فرض شـده. شود جهت طول تير بسته مي 

و مقـدار آن معلـومbاست كه مقـدار   از قبـل مـشخص
ت براي ستون. است  بـراي هـرbكه نيـز مقـدار هاي چند

حال فرض كنيـد كـه سـتون يـك. باشد تكه مشخص مي
و مقدار  0.05bتكه بوده چنـين فـرض هـم. باشـد=

بـا ايـن وصـف،. شود كه ستون يك سر در گير اسـت مي
1.8496crPمقدار بار بحرانـي حـداكثر  تبـه دسـ=

 درصدي نسبت به حالت ستون04/25آيد كه كاهش مي
و شعاع ژيراسـيون مربـوط بـه ايـن. يكنواخت دارد طول

.اند آمدهبه دست زير به صورتمسئله 
)00/1،9747/0=(( )1 1,r L

دركل نمادينش  نـشان داده شـكل ايـن تحليـل
. استشده

1r

1L

PP

 ستون با مقطع متغيرنماي،4شكل

0.05bاگر مقـدار =  فـرض شـود، وهمـان−
ــل ــاره حـ ــي دوبـ ــسئلة قبلـ ــرددمـ ــار گـ ــدار بـ ، مقـ

3.3541crPبحراني آيـد كـه افـزايش مـي به دست=
يك93/35 تكه درصدي نسبت به حالت ستون يكنواخت
ا. دارد .زير هستندين مسئله نيز به شرح ابعاد متناظر با

)00/1،0247/1=(( )1 1,r L
شـود، هنگـامي كـه طور كه مـشاهده مـي همان

مقطع گيردار ستون داراي شعاع ژيراسيون بيشتري باشد، 
. مـي شـود موجب افزايش قابل توجهي در نيروي كمانش 

و شعاع ژيراسيون براي شرايط مرزي ديگر در  نتايج طول
. آمده است7و جدول6 جدول

و شعاع ژيراسيون براي-6جدول  مقادير بهينه طول
 تكه متغير تحت شرايط مرزي مختلف ستون يك

( )Gain %( )maxcrP( )1, , 0.05r L b  شرط مرزي=
 آزاد-درگير)000/1،9747/0(04/25-8496/1)4674/2(
 پين-درگير)000/1،9747/0(37/0-1155/20)1907/20(

)4784/39(24/0-3856/39)000/1،9747/0(
ــر -درگيـــ

 درگير
 پين- پين)000/1،9747/0(25/0-8449/9)8696/9(

و شعاع ژيراسيون براي-7جدول  مقادير بهينه طول
 تكه متغير تحت شرايط مرزي مختلف ستون يك

( )Gain %( )maxcrP( )1, , 0.05r L b = −
ــرط شـ
 مرزي

)4674/2(93/353541/3)000/1،0247/1(
-درگير
 آزاد

)1907/20(
37/0-

1155/20)000/1،0247/1(
-درگير
 پين

)4784/39(
24/0-

3836/39)000/1،0247/1(
-درگير
 درگير

)8696/9(25/0-8449/9)000/1،0247/1(
ــين -پـ
 پين
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در همان  شـود شاهده مـيمـ7 جـدول طور كـه
بـ25كاهش و درصدي در مقدار بار بحراني جـود آمـدهه
ميزان كاهش آنها، در بقيه موارد به خاطر كم بودن. است
آن مي 5شـكل. هـا دانـست توان مقدار صفر را جايگزين

. دهد نمودار بار بحراني را بر حسب مقدار شيب نشان مي
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بر-5 شكل و كاهش درصدي آن  تغييرات بار بحراني
 آزاد-تكه درگير حسب شيب براي ستون يك

با تغيير مقطع، براي حالت دو تكه نيز بار بحراني
به عنـوان. كند نسبت به حالت ستون يكنواخت تغيير مي 

مثال فرض كنيد كه قرار است ابعاد يـك سـتون دو تكـه 
0.05bو تكه اول داراي مقطع متغير با گرددبهينه  =

 در اين امر به صورت نمـادينو مقطع تكه دوم ثابت است
. آورده شده است6شكل

1r PP
2r

 شماتيك يك ستون دو تكه كه تكه اول داراي،6شكل
و مقطع تكه دوم ثابت است .مقطع متغير

با فرض يك سر درگير بـودن سـتون مقـدار بـار
2.8245crPبحراني متناسـب بـا ايـن مـسئله  بـه=

 درصدي نسبت بـه حالـت47/14 آمده كه افزايش دست
Lوrر بهينـة مقـادي. ستون يكنواخت يـك تكـه دارد

.اند آمدهبه دستبراي هر تكه به شرح زير
)4179/0،8399/0(،)5821/0،0860/1=(( ), kr L

افزايش مقطعي كه در وسط سـتون ايجـاد شـده
ــزايش نيــروي كمــانش شــده اســت   شــكلدر. باعــث اف

تغييرات بار بحراني بر اساس تغيير شيب مقطع براي يك
 همان. ستون دو تكه يك سر درگير نشان داده شده است 

و يـا طور كه مشاهده مي شـود، بـسته بـه رونـد كاهـشي
و يا منفي بودن شيب(افزايشي مقطع تير  ، مقـدار)مثبت

و بار بحراني مي  يا افزايش يابدتواند كاهش

.

(+b, +b)

0

1

2

3

4

0 0.05 0.1 0.15
b

(-b, +b)

0

2

4

6

0 0.05 0.1 0.15
b



55 مدل سازي در مهندسي
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4

6

0 0.05 0.1 0.15
b

 تغييرات بار بحراني بر اساس تغيير شيب-7شكل
 مقطع براي يك ستون دو تكه يك سر درگير

مي همان بـ طور كه انتظار دليـل افـزايشه رفـت
گيـري گاه ستون، بار بحراني افزايش چشم مقطع در تكيه 
براي حالت دو تكه مـسائل ديگـري نيـز. پيدا كرده است 

چهار نوع مسئله ديگر هنگامي اسـت كـه. شودميمطرح 
هـا نتايج اين تحليل. مقطع متغير باشند هر دو تكه داراي 

به همراه مقدار بار بحراني آنها با فـرض يـك سـر درگيـر 
. آورده شده است8 جدولبودن ستون در 

و شعاع ژيراسيون-8جدول مقادير بار كمانش، طول
و يك سر آزاد با مقطع متغير  ستون دو تكه يك سر درگير

%افزايش
)4674/2(crP( ), kr Lها شيب مقطع

0=82/2-397/2
49/0،877/0(،

)51/0،082/1(
1

2

0.05

0.05

b

b

= +

= +
 

67/45594/3
)9/0،026/1(،
)1/0،1606/1(

1

2

0.05

0.05

b

b

= −

= −

37/45586/3
)9/0،025/1(،
)1/0،154/1(

1

2

0.05

0.05

b

b

= +

= −

68/43545/3
)1/0،629/0(،
)9/0،0776/1(

1

2

0.05

0.05

b

b

= −

= +
 

و-9جدول  شعاع ژيراسيون مقادير بار كمانش، طول
 دار با مقطع متغير پين-ستون دو تكه درگير

 افزايش
)19/20(crP( ), kr Lها شيب مقطع

54/10318/22
)11/0،775/0(-1

)89/0،001/1(-2

1

2

0.05

0.05

b

b

= +

= +
 

47/7698/21
)292/0،780/0(-1
)708/0،117/1(-2

1

2

0.05

0.05

b

b

= −

= −

85/0362/20
)4/0،899/0(-1
)6/0،072/1(-2

1

2

0.05

0.05

b

b

= +

= −

60/2715/20
)162/0،102/1(-1

)838/0،96/0(-2

1

2

0.05

0.05

b

b

= −

= +
 

و شعاع ژيراسيون-10جدول  مقادير بار كمانش، طول
 ستون دو تكه دو سر درگير با مقطع متغير

 افزايش
)47/39(crP( ), kr Lها شيب مقطع

0/047/39
)5/0،987/0(
)5/0،987/0(1 20.05, 0.05b b= + = +

0/047/39
)5/0،012/1(
)5/0،012/1(1 20.05, 0.05b b= − = −

0/047/39
)49/0،999/0(
)51/0،001/1(

1 20.05, 0.05b b= + = −

0/047/39
)51/0،001/1(
)49/0،999/0(1 20.05, 0.05b b=− = +

و شعاع ژيراسيون-11جدول  مقادير بار كمانش، طول
 دار با مقطع متغير ستون دو تكه دو سر پين

شافزاي
)8696/9(crP( ), kr Lها شيب مقطع

59/143098/11
)149/0،7650/0(
)850/0،0140/1(

1

2

0.05

0.05

b

b

= +

= +
 

59/143098/11
)851/0،0140/1(
)1495/0،765/0(

1

2

0.05

0.05

b

b

= −

= −

78/143285/11
)4933/0،9868/0(
)5167/0،961/0(

1

2

0.05

0.05

b

b

= +

= −

78/143285/11
)5167/0،961/0(
)493/0،9868/0(

1

2

0.05

0.05

b

b

= −

= +
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سه براي ستون آن هاي هـا تكه هنگامي كه مقطع
بـراي يـك سـتون. شود متغير باشد، تنوع مسئله زياد مي 

 سـتون سـه تكـه بـه هاي مختلـف يك سر درگير، حالت 
و بار بحرانـي متنـاظر همراه نتايج طول، شعاع ژيراسيون

. شده استسترفه12با آنها در جدول 
 تكه كه تحـت شـرايط مـرزي4هاي براي ستون

و يا پين-درگير تـوان بنـا بـه پين هـستند، مـي-درگير
از) در صورتي كه از نظر هندسي نيز متقارن باشد(تقارن 

 زير مقادير بهينه جدول.ه استفاده كرد نتايج ستون دو تك
.دهد نصف يك ستون چهار تكه را نشان مي

و شعاع ژيراسيون-12جدول  مقادير بار كمانش، طول
 آزاد- تكه با مقطع متغير براي حالت درگير ستون سه

% افزايش
)4674/2(crP( ), kr Lها شيب مقطع

26/343128/3
)3860/0،3000/1(-1
)4261/0،1245/1(-2
)1878/0،1338/1(-3

1

2

3

0.05

0.05

0.05

b

b

b

= +

= +

= +

 

99/404790/3
)1113/0،2497/1(-1
)2351/0،1284/1(-2
)6536/0،9625/0(-3

1

2

3

0.05

0.05

0.05

b

b

b

= −

= −

= −

47/384166/3
)2965/0،1548/1(-1
)1902/0،0597/1(-2
)5133/0،8954/0(-3

1

2

3

0.05

0.05

0.05

b

b

b

= −

= +

= −

هـاي سـتون بـه عنـوان متغيـر نتايج شيب تكـه
 سازي بهينه
سـازي توان شيب هر تكه را نيز به عنوان متغير بهينـه مي

شـود در اين حالت به برنامـه اجـازه داده مـي. كرداعمال 
ب  بـه كردن مقدار بار بحرانـي بيشينهراي بهترين شيب را

و شـعاع در نتيجه متغيرها شامل طول. آورد دست ، شيب
براي حالت يـك تكـه مقـادير. شود ژيراسيون هر تكه مي

و شعاع ژيراسيون بهينه  و طول بـه زيـر به صـورت شيب
 آيندميدست

ش-13جدول و عاع ژيراسيون مقادير بار كمانش، طول
 تكه متقارن دو سر درگير با مقطع متغير4ستون 

 افزايش
)4784/39(crP( ), kr Lها شيب مقطع

00/04784/39

)5000/0،9874/0(-1
)5000/0،9874/0(-2

 بترتيب متقارن4و3المان
. مي باشند1و2 المان هاي

1

2

3

4

0.05

0.05

0.05

0.05

b

b

b

b

= +

= +

= −

= −

00/04784/39

)5000/0،0124/1(-1
)5000/0،0124/1(-2

 بترتيب متقارن4و3المان
. مي باشند1و2المان هاي

1

2

3

4

0.05

0.05

0.05

0.05

b

b

b

b

= −

= −

= +

= +

 

00/04784/39

)5018/0،0015/1(-1
)4982/0،9985/0(-2

 بترتيب متقارن4و3المان
. مي باشند1و2 المان هاي

1

2

3

4

0.05

0.05

0.05

0.05

b

b

b

b

= +

= −

= −

= +

 

00/04784/39

)4982/0،9985/0(-1
)5018/0،0015/1(-2

 بترتيب متقارن4و3المان
. مي باشند1و2المان هاي

1

2

3

4

0.05

0.05

0.05

0.05

b

b

b

b

= −

= +

= +

= −

و شعاع ژيراسيون-14جدول  مقادير بهينه شيب، طول
 تكه با متغير تحت شرايط مرزي مختلف براي ستون يك

( )Gain %( )maxcrP( )1, ,m r L
شرط
 مرزي

)4674/2(
18/32

2614/3
/) 1،3000/1،

7432/0-(
- درگير
 آزاد

)1907/20(
13/0-

1649/20
/) 1،0001/1،

0003/0-(
- درگير
 دار پين

)4784/39(
00/0

4784/39
/)1،999/0،

0002/0(+
- درگير
 درگير

)8696/9(
00/0

8696/9
/)1،999/0،

0002/0(+
-دار پين
 دار پين

و شــعاع جــدولدر مقــادير بهينــة شــيب، طــول
ژيراسيون براي يك ستون دو تكـه تحـت شـرايط مـرزي 

.مختلف آورده شده است
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و شعاع ژيراسيون-15جدول  مقادير بهينه شيب، طول
 شرايط مرزي مختلفتكه متغير تحت براي ستون دو

)crPافزايش ), , km r L
شيب
ها مقطع

)1907/20(
33/38

931/27
)2280/0،1286/1،8426/1-(-1

)7720/0،8194/0،4686/0(-2
-درگير
 دار پين

)4784/39(
00/0

478/39
)5000/0،7224/0،9225/0(-1
)5000/0،7224/0،9225/0(-2

-درگير
 درگير

)8696/9(
45/33

172/13
)2805/0،9410/0،2509/2-(-1
)7195/0،0984/1،0031/0-(-2

-دار پين
 دار پين

 هاي خاص حالتنتايج)ه
 ممكن است در كاربرد به هر دليلي لازم شود كه

در اين. ها ثابت باشد طول يا شعاع ژيراسيون يكي ار تكه
ب   مثـال يـك بـراي. قيه متغيرها بهينـه شـوند حالت بايد

ستون دوتكه يك سر درگير مقطع ثابت را در نظر بگيريد
و مقدار آن  . باشد2/0كه طول تكه اول بايد هميشه ثابت

الگوريتم استفاده شده در اين تحقيق مقادير زير را بـراي
ــعاع  و ش ــه اول ــيون تك ــعاع ژيراس ــه دوم، ش ــول تك ط

دسژيراسيون تكه دوم  .دهدميتبه

1 2 21, 0.8r r L= = =

را اي كه انتظار مـي كه همان نتيجه  آورده بـه دسـت رود
مي. است هـاي بيـشتري نيـز توان بـه مثـال در اين مورد

ها به همـراه اي از اين مثال زير پاره جداولدر.دكراشاره 
.ها آورده شده استحل آن

بر-16جدول دو مقادير بهينه ابعاد مجعول  تكه يكنواخت با قيدهاي اضافي اي ستون

 مقادير از قبل معلوم شرايط مرزي آمدهبه دستمقادير بهينهcrP افزايش

)4674/2(30/55982/2
1 2 21.1162, 0.9688, 0.8r r L= =  آزاد-درگير=

)1907/20(29/14521/20
1 2 21.0920, 0.9757, 0.8r r L= =  دار پين-درگير=

)4784/39(00/04784/39
1 2 21, 0.8r r L= =  درگير-درگير=

)8696/9(45/76044/10
1 2 20.8351, 1.0371, 0.8r r L= =  دار پين-دار پين=

1 0.2L =

 افزايش
crPم شرايط مرزي آمدهبه دستمقادير بهينه  علوممقادير از قبل

)4674/2(55/25303/2
1 2 20.2487, 0.7513, 0.92L L r= =  آزاد-درگير=

)1907/20(62/03159/20
1 2 20.1, 0.9, 0.9739L L r= =  دار پين-درگير=

)4784/39(00/04784/39
1 2 20.4504, 0.5496, 0.7872L L r= =  درگير-درگير=

)8696/9(00/04104/9
1 2 20.1, 0.9, 0.9739L L r= =  دار پين-دار پين=

1 1.21r =

سه-17جدول  تكه يكنواخت با قيدهاي اضافي مقادير بهينه ابعاد مجعول براي ستون
 افزايش

crPمقادير از قبل معلوم شرايط مرزي آمدهبه دستمقادير بهينه 

)4674/2(22/178923/2
2 3 1 31.0915, 0.7855, 0.1, 0.3r r L L= = =  آزاد-درگير=

)1907/20(53/65092/21
2 3 1 31.0351, 0.7555, 0.3, 0.1r r L L= = =  دار پين-درگير=

)4784/39(09/19076/39
2 3 1 30.1, 1.1272, 0.1640, 0.2360r r L L= = =  درگير-درگير=

)8696/9(61/121148/11
2 3 1 31.0514, 0.7318, 0.2638, 0.1362r r L L= = =  دار پين-دار پين=

1 21, 0.6r L= =

شافزاي
crPمقادير از قبل معلوم شرايط مرزي آمدهبه دستمقادير بهينه 

)4674/2(69/168793/2
2 1 2 31.0736, 0.1000, 0.7092, 0.1908r L L L= = =  آزاد-درگير=

)1907/20(36/52749/21
2 1 2 31.0614, 0.5274, 0.3726, 0.1000r L L L= = =  دار پين-درگير=

)4784/39(00/04784/39
2 1 2 31.159, 0.3779, 0.3820, 0.2401r L L L= = =  درگير-درگير=

)8696/9(10/119654/10
2 1 2 31.0466, 0.3042, 0.5882, 0.1076r L L L= = =  دار پين-دار پين=

1 31.01, 0.65r r= =
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 گيري نتيجه)و
هـاي چندتكـه بـا مقـاطع در اين تحقيق سـتون
و متغير بهينه شده است  سـازي متغيرهـاي بهينـه. ثابت

و شعاع ژيراسيون مي  تـابع هـدف، معادلـه. باشـند طول
و مـلاك بهينـه   بيـشينه سـازي مشخصه كمـانش اسـت

مسائل مختلفي بر اساس نوع. كردن نيروي كمانش است
و تعداد تكه  بـر ايـن. ده اسـت ش ـهـا حـل شرايط مرزي

و متغير، در حالت اساس، براي ستون  هاي چندتكة ثابت
شرط مرزي يك سر درگيري، ستون طوري بهينه شـده 

گـاه درگيـر داراي شـعاع ستون در تكيـه است كه مقطع 
-بـراي شـرط مـرزي درگيـر. ژيراسيون بيـشتري شـود 

هم پين  در حالت. آمده استبه دستين نتيجهادار نيز

بـه بار كمانش براي حـالتي بيشينهدو سر درگير، مقدار
هـا شـعاع گـاه آمـده كـه مقطـع سـتون در تكيـه دست

. ته باشـد بيشتري نسبت به وسط ستون داش ـژيراسيون 
دار شكل بهينـه سـتون طـوري بـه در حالت دو سر پين

دست آمده كه مقطع ستون در وسط، شـعاع ژيراسـيون 
بـ. هـا داشـته باشـد گاه بيشتري نسبت به تكيه  ه نتـايج

و-دست آمده در اين روش براي حالات پين دار  درگيـر
در[4] پـين دار در مقايـسه بـا نتـايج مـالوي-پين دار
. است آمده18جدول

 مقايسه نتايج-18جدول
4]نتايج بهينه بار كمانش افزايش  شرايط مرزي آمدهبه دست نتايج بهينه بار كمانش[

 درگير-پين دار2,61%38,33% 35,72

23,58 9,86%33,45%
 پين دار-پين دار

 مقايسه نتايج-18 جدول
4]نتايج بهينه بار كمانش افزايش  شرايط مرزي آمدهبه دست نتايج بهينه بار كمانش[

 درگير-پين دار2,61%38,33% 35,72

23,58 9,86%33,45%
 پين دار-پين دار
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