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  ي خمشي سازي سه جزء مثلثي براي صفحه رابطه

  
  3ياسر صادقي ،2، سيد رضا سرافرازي،*1محمد رضايي پژند

  
  

 چكيده  اطلاعات مقاله
  
وجـود  باشـد. بـا   ي خمشـي بـا روش اجـزاي محـدود مـي     ي تحليـل صـفحه  سـخن در بـاره    

هاي علمي فـراوان كـه تـاكنون بـه دسـت آمـده اسـت، پيشـرفت پژوهشـي جديـد           نوآوري
باشـد. بـا ايـن حـال، سـه جـزء نـوي مثلثـي بـراي          در اين زمينه كـاري بسـيار دشـوار مـي    

ي يـك  هـاي وصـله   شـود. آزمـون  سـازي مـي  ي خمشي در ايـن مقالـه رابطـه   تحليل صفحه
اي ي رايانـه رود. همچنـين، بـا برنامـه   مـي  هـاي پيشـنهادي بـه كـار    و چند جزئي براي جزء

هـا،  هـا تحليـل خواهـد شـد. افـزون بـر ايـن       هاي گوناگوني بـا ايـن جـزء   نويسندگان، مسأله
هـاي دقيـق   هـاي پژوهشـگران ديگـر و نيـز جـواب     هاي سه جزء پيشنهادي بـا نتيجـه  پاسخ

انـايي  هـاي جديـد تو  كنـد كـه جـزء   هـاي ايـن مقالـه آشـكار مـي     گـردد. يافتـه  مقايسه مـي 
خــوبي دارنــد. بايــد افــزود، يكــي از ســه جــزء پيشــنهادي رســيدن بــه پاســخ دقيــق را بــه
  .داراي بهترين روند همگرايي است

 

  واژگان كليدي:
  ي خمشي، صفحه

  مگرايي،ه
  هاي شكل، تابع

  ماتريس كرنش،
  ماتريس سختي،

  آزمون وصله،
  .ي گوس نقطه

  

  
 گفتار پيش -1

روش اجزاي محدود يك فرايند تحليل عددي است. اين 
كارهايي است ترين راهترين و ارزشمنديكي از قوي شيوه

دست آوردن حل تقريبي كه پژوهشگران بسياري براي به
كنند. فن مزبور هاي ديفرانسيل از آن استفاده ميمعادله

ها به كار رفت. ولي امروزه براي در آغاز براي تحليل سازه
هاي گوناگون در يافتن پاسخ عددي بسياري از مسأله

جويند. توانايي روش اجزاي مهندسي و علوم از آن بهره مي
هاي پيوسته هاي مختلف محيطمحدود در تحليل گونه

ي خمشي ههاي دشوار، صفح. يكي از مسأله]1[باشد مي
هاي صنعتي دارد. ويژه در سازهاست كه كاربرد زيادي به

                                                 
  mrpajand@yahoo.com* پست الكترونيك نويسنده مسئول: 

  استاد، دانشگاه فردوسي مشهد، دانشكده مهندسي، گروه عمران. 1
د، دانشكده مهندسي، گروه سازه، دانشگاه فردوسي مشه دانشجوي دكتري. 2

  عمران
. دانشجوي كارشناسي ارشد سازه، دانشگاه فردوسي مشهد، دانشكده 3

  مهندسي، گروه عمران

پذير ي خمشي در حالت كلي امكانحل دقيق يك صفحه
هاي خاص آن اي از حالتنيست. به سخن ديگر، فقط پاره

كارهاي دقيق حل نمود. با وجود اين، راهتوان با را مي
هاي تواند بسياري از حالتمحدود ميروش اجزاي 

. ]4-2[هاي خمشي را نيز تحليل نمايد ي صفحهيچيدهپ
اي اين ويژگي شايسته سبب گرديد كه به صورت گسترده

هاي خمشي يند عددي براي تحليل صفحهآاز اين فر
هاي نمايد كه پژوهشاستفاده كنند. خاطرنشان مي

گسترده و فراواني در اين زمينه صورت گرفته است و 
. يك دليل وجود اين حجم ]7-5[اكنون نيز ادامه دارد  هم

هاي نظير كار علمي، پيچيدگي رفتار صفحهزياد و بي
هاي هاي ارائه شده براي صفحهباشد. جزءخمشي مي

. با اين حال، تاكنون جزء ]8[خمشي بسيار زياد هستند 
ي نيازها و محدودي كه بتواند جوابگوي همه

باشد، پيدا  هاي خمشيهاي مختلف انواع صفحه پيچيدگي
نشده است. بنابراين، در زمان حاضر و در آينده نيز 
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هاي ديگري در اين زمينه پژوهشگران شاهد پيشرفت
 .]9[خواهند بود 

ميلادي، پژوهشگران به يك  1980ي ي دههدر ميانه
ويژگي مهم روش اجزاي محدود دست يافتند. آشكار شد 

اسخ ها نقش مهمي در همگرايي به پكه سازگاري جزء
هاي هاي سازگاري در پهلودرست دارد. برقراري شرط

ي خمشي بسيار دشوار است. ي صفحههاي مسألهجزء
هاي جزء نياز وجود آوردن سازگاري شيب عمود بر لبه به

و  16. باگنر و همكاران دو جزء ]10[اي دارد به تدبير ويژه
درجه آزادي مستطيلي سازگار را ارائه كردند كه  36

ها از دادند. در اين جزءي خوبي از خود نشان ميهمگراي
آزادي استفاده  مشتق دوم تغييرمكان به عنوان درجه

سازي جزء مناسب كند كه رابطهنشان ميشد. خاطر مي
ي مستطيلي است. كلاف و تاچر تر از گونهمثلثي، مشكل

پهلوي ناسازگار ارائه نمودند. هريك از اين جزء سهسه نوع
هايي داشتند. براي نمونه، در اثر حركت تيها كاسجزء

دادند. بازلي ي مطلوبي نميي جسم سخت نتيجهيكپارچه
ي و همكاران اين مسأله را ساده نمودند و از يك هندسه

كار اي براي تابع شكل بهها رابطههمگن استفاده كردند. آن
كند. جزء مثلثي ي سطحي استفاده ميبردند كه از مختصه

شگران، زياد مورد استفاده قرار گرفت و دو اين پژوه
و  11[باشد ي سازگار و ناسازگار آن در دسترس مي گونه
12 [.  

ي هاي پيشنهادي بر پايهسازي جزءدر اين مقاله، رابطه
پذيرد. نويسندگان از مكان انجام ميپنداشت تابع تغيير

جويند كه براي همگرايي اي كامل بهره مييك چند جمله
 (N12)سخ درست مفيد خواهد بود. در جزء يكم به پا

چرخش عمود بر پهلوي  9و  wمكان شش تغيير ݓ߲ آورند. ي آزادي جزء را به وجود ميدرجه 15، ⁄߲݊
هاي آزادي اين جزء قدري شبيه به جزء مثلثي درجه
سازي اين . ولي رابطه]14و  13[لوف معروف است  -سمي
باشند. در جزء دوم ت ميطور كامل با يكديگر متفاودو به

(N13) مكان چهار تغييرw ݓ߲، چهار چرخش و  ⁄ݔ߲ ݓ߲ ݓ߲دوران عمود بر پهلو،  9و  ⁄ݕ߲ ، وجود دارد. ⁄߲݊

 ،(N6)سازي نويني براي جزء سوم در اين پژوهش، رابطه
ي كار همانند جزئي پذيرد. با وجود اين، نتيجهانجام مي

شود. شناخته مي T21م هاي مختلف با نااست كه در منبع
و  ]16[، آرجريس ]15[جزء را بل نمايد، اين يادآوري مي

اند. سازي كردههاي ديگري رابطهنيز به گونه ]17[آيرون 
بايد دانست، جزء سوم مثلثي شش گرهي است. شش 

ݓ߲، wي جزء، درجه آزادي در هر گوشه ݓ߲، ⁄ݔ߲ ، ⁄ݕ߲ ߲ଶݓ ݓଶ⁄ ،߲ଶݔ߲ ݓଶ߲و  ⁄ଶݕ߲ هستند و  ⁄ݕ߲ݔ߲
ݓ߲آزادي هاي ميان پهلويي فقط درجهگره   را دارند. ⁄߲݊

  
  
  هاهاي جزءگره -2

دهد. را نشان مي N12هاي جزء پيكربندي گره 1شكل 
هاي گوشه به در اين جزء وجود دارد. گره سه گونه گره

هاي ، دارند. گرهwآزادي خيز،  ، درجه  3و 2، 1هاي شماره
هستند، كه افزون  3bو  1b ،2bهاي ارهميان پهلو به شم

مكان عمود بر صفحه، درجه آزادي چرخش عمود بر تغيير
ݓ߲بر پهلوي  ، 1a ،1c ،2a ،2cهاي را دارند. گره ⁄߲݊

3a  3وc ها فقط باشند. درجه آزادي آن ها ميدر پهلو
ݓ߲چرخش عمود بر پهلوي  است. بنابراين، بردار  ⁄߲݊

  توان به صورت زير نوشت:را ميآزادي اين جزء  درجه
)1(ሼߜ௘ሽ = ሼሼߜ௘ሽଵ ሼߜ௘ሽଶ ሼߜ௘ሽଷሽ் 

هاي آزادي وابسته درجه ௘ሽ௝ ،j=1,2,3ߜሼرابطه، در اين 
  باشد:كند و به صورت زير ميبه هر پهلو را مشخص مي

)2(
ሼߜ௘ሽ௝= ቊݓ௝ ቆ߲߲ݓ ௝݊ቇ௝௔ ௝௕ݓ ቆ߲߲ݓ ௝݊ቇ௝௕ ቆ߲߲ݓ ௝݊ቇ௝௖ቋ் 

گرد ساعت ي پادآزادي به گونه هايها و درجهها، گرهپهلو
هاي الف) پيكربندي گره-2اند. شكل (در مثلث مرتب شده

هاي آزادي دهد. در اين جزء، درجهرا نشان مي N13جزء 
w ،߲ݓ ݓ߲و  ⁄ݔ߲  13و  3، 2، 1هاي براي گره ⁄ݕ߲
از  12تا  4هاي ها، در گرهروند. افزون بر اينكار مي به

ݓ߲آزادي درجه گردد. پيكربندي استفاده مي ⁄߲݊
ب) آمده است. در اين -2نيز در شكل ( N6هاي جزء  گره
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N12 براي جزء 

و جزء ديگر نيز
يل حجم محد

شوسوم درج نمي

  

 

 محلي به كلي

ܺ଴ܻ଴ ൠ + ሾܶሿ ቄݕݔ
به ص [T]بديل 

ݏ݋ܿ ∅଴ − ݊݅ݏݏ ∅଴ ݋ܿ
،هشتمسال  

زي نويسندگان
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ني، ماتريس تب
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ݓ߲  استف ⁄߲݊
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ر نقطه از جزء ر
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دستگاه مختصه
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زير نوشته 

൛ ௝݊ൟ = േേට൫ݔ௞
به ترتيب، 

ثلثي براي صفحه

زمست، 23 شماره 

 

j-k به صورت ز

േቊܿݏ݋ ∅௝݊݅ݏ ∅௝ቋ =1− ௝൯ଶݔ + ൫ݕ
,௞ݔሺو  ، به௞ሻݕ
  د.

جزء مث سازي سه

،هشتمسال  

kمود بر پهلوي 

= 

௞ݕ − ௝൯ଶݕ ቄݕ௞ݔ௝
,௝ݔ൫ي،  و ௝൯ݕ
هستند kو  jي 

س رابطه 

 كلي و محلي

  عمود

جا، بردار عم اين
  شود:

(௞ − ௝௝ݕ −  ௞ቅݔ
ي كنوني رابطه
هاهاي گرهتصه

 

ي كتگاه مختصه

تعريف بردار ع - 4
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߲߲݊
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شمي

)7(

در
مخت

دست - 3شكل 

4شكل 

دهد. مشتقن مي
ي زير به دست

௝ݓ݊ = ݔ߲ݓ߲ ߲ݔ߲ ௝݊ݔݓ ݏ݋ܿ ∅௝ + ߲߲
௝ݓ݊  سي كرد: = ൤߲ݔ߲ݓ

 ي

را نشان j-kلوي
ر پهلو از رابطه

௝ + ݕ߲ݓ߲ ߲ݕ߲ ௝݊ ݕ߲ݓ߲= ݊݅ݏ ∅௝ 
൨ݕ߲ݓ߲ورت زير بازنويس ൛ ௝݊ൟ 

سازي در مهندسي

دار عمود بر پهلو
برستاي عمود 

= 

صوتوان بهرا مي

4 

مجله مدل س

  

برد 4شكل 
خيز در راس

 آيد: مي

)5(

ر 5ي رابطه

)6(
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  هاي شكلتابع -4

چهار كامل دارند. به سخن  يخيز درجه هر سه جزء تابع
ي خمشي به پندارند كه تابع خيز جزء صفحهديگر، مي

  صورت زير نوشته شود:
ݓ )8( = ሼߙሽ்ሼܲሽ 
)9(  ሼߙሽ = ሼߙଵ ଶߙ ଷߙ …  ଵହሽ்ߙ

)10( 
ሼܲሽ= ሼ1 ݔ ݕ ଶݔ ݕݔ ଶݕ ଷݔ ݕଶݔ ଷݕ ଶݕݔ ସݔ ݕଷݔ ଶݕଶݔ ଷݕݔ  ସሽ்ݕ

پيشنهادي،  هايسازي جزء نمايد كه در رابطه يادآوري مي
هاي آزادي خيز، از دوران گرد محورهاي  افزون بر درجه

ها كلي و همچنين از شيب خيز در جهت عمود بر پهلو
هاي دوران بايد مشتق  شود. براي يافتن تابع استفاده مي

كار برد. افزون بر را به yو  xهاي  نسبت به مختصه Pبردار 
دوران گرد توان از ماتريس دوران براي يافتن اين، مي

، 6در  8ي گذاري رابطهمحورهاي كلي بهره جست. با جاي
  آيد: همانند زير به دست مي j-kمشتق عمود بر پهلوي 

߲ݓ߲)11( ௝݊ = ሼߙሽ்൛ܳ௝ൟ 
توان به صورت را مي ൛ܳ௝ൟي آنچه درج شد، بردار  بر پايه

  زير نوشت:

)12(൛ܳ௝ൟ = ൤ ݔ߲߲ ሼܲሽ ݕ߲߲ ሼܲሽ൨ ൛ ௝݊ൟ 
هاي گرهي پهلوي ، بردار عامل11و  8هاي با كاربرد رابطه

j-k شود:پيدا مي  
)13(ሼߜ௘ሽ௝ = ሾܥሿ௝ሼߙሽ 

به صورت زير بر پا  ሿ௝ܥሾي كنوني، ماتريس در رابطه
  گردد: مي

)14(ሾܥሿ௝= ൣ൛ ௝ܲൟ ൛ܳ௝௔ൟ ൛ ௝ܲ௕ൟ ൛ܳ௝௕ൟ ൛ܳ௝௖ൟ൧் 

هاي يكم و سطر دارد. سطر 5ستون و  15اين ماتريس 
 در jbو  jهاي هاي گره گذاري مختصهسوم با جا

هاي دوم، چهارم آيند. سطردست ميبه  ሼܲሽاي چندجمله
 jcو  ja، jbهاي و نيز به موقعيت گره ൛ܳ௝ൟو پنجم به 
هاي مشابه براي دو باشند. با تشكيل ماتريسوابسته مي

يابي  توان براي دروني زير را ميپهلوي ديگر مثلث، رابطه
  هاي جزء نوشت:عامل

)15(ሼߜ௘ሽ = ሾܥሿሼߙሽ 
)16( ሾܥሿ = ሾሾܥሿଵ ሾܥሿଶ ሾܥሿଷሿ் 

ي جزء را است و هندسه 15×15اين ماتريس، مربعي و 
و  ሽߙሼنسبت به  15ي كند. با حل معادلهمشخص مي

هاي شكل همانند زير ، تابع8ي گزيني آن در رابطهجاي
  گيرند:در دسترس قرار مي

)17(ሾܰሿ = ሼܲሽ்ሾ̅ܥሿ 
  باشد.مي ሿܥሾوارون ماتريس  ሿ̅ܥሾي كنوني، در رابطه

  
  
  ماتريس كرنش - 5

در اين بخش، به چگونگي يافتن ماتريس كرنش پرداخته 
را  ሼܲሽخواهد شد. آشكار است كه هر درايه از بردار 

  توان به صورت زير نوشت: مي
)18(௜ܲ = ௡ሺ௜ሻሺ݅ݕ௠ሺ௜ሻݔ = 1,2, … ,15ሻ 
)19( ൜ ݉ሺ݅ሻ = 1 + ሺ݅ሻߚ − ݅݊ሺ݅ሻ = ሺ݅ሻߙ − ሺ݅ሻߚ + ݅ 
۔ۖەۖ )20(

ۓ ሺ݅ሻߙ = ܶܰܫ ቆ√8݅ − 7 − 32 ቇ
ሺ݅ሻߚ = ሺߙሺ݅ሻ + 1ሻሺߙሺ݅ሻ + 4ሻ2  

صورت  ൛ܳ௝ൟاي جملهدرايه از چندبه صورت مشابه، هر 
  زير را دارد:

)21(
ܳ௜௝= ሾ݉ሺ݅ሻݔ௠ሺ௜ሻିଵݕ௡ሺ௜ሻ ݊ሺ݅ሻݔ௠ሺ௜ሻݕ௡ሺ௜ሻିଵሿ൛ ௝݊ൟሺ݅ = 1,2, … ,15ሻ 

نشان داده شده  ሿܤሾسازي، ماتريس كرنش با در اين رابطه
هاي مكانها را بر حسب    تغييراست. اين ماتريس كرنش

  كند:گرهي حساب مي
)22(ሾܤሿ = ሼܮሽሾܰሿ 

  صورت زير است:هاي خمشي بهبراي صفحه ሽܮሼعملگر 

)23(ሼܮሽ = ቊ ߲ଶ߲ݔଶ ߲ଶ߲ݕଶ 2 ߲ଶ߲ݕ߲ݔቋ் 
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، ماتريس كرنش 22در  17ي گذاري رابطهبا جاي
  صورت زير بازنويسي خواهد شد: به
)24(ሾܤሿ = ሖܤൣ ൧ሾ̅ܥሿ 
ሖܤൣ )25( ൧ = ሼܮሽሼܲሽ் 

ሖܤൣدر اينجا،  ൧ ي زير گويند و با رابطهرا ماتريس كمكي مي
  شود:مشخص مي

)26(
ሖܤൣ ൧= ൥0 0 0 2 0 0 ݔ6 ݕ2 00 0 0 0 0 2 0 0 0ݔ2 0 0 0 2 0 0 ݔ4  ݕ4

0 ଶݔ12 ݕݔ6 ଶݕ2 0 ݕ06 0 0 ଶݔ2 ݕݔ6 ଶ0ݕ12 0 ଶݔ6 ݕݔ8 ଶݕ6 0 ቏ 
ሖܾهاي توان درايهمي ௜௝  در اين ماتريس را به صورت

  عمومي زير نوشت:

)27(ሖܾ ௜௝ = ௡೔ೕ ሺ݅ݕ௠೔ೕݔ	௜௝ݎ = 1,2,3	; ݆ = 1,2, … ,15ሻ 
 1در جدول  ௜௝݊و  ௜௝݉هاي و عامل ௜௝ݎهاي ضريب

  .اندمشخص شده

  
ሺ݆ሻ ݉ሺ݆ሻ݊ ݅ ݆݅ݎ ݆݅݉ ݆݅݊  هاي ماتريس كرنش جزءعامل -1جدول  − 2 ≥ 0 ݉ሺ݆ሻሾ݉ሺ݆ሻ − 1ሿ ≥ 0 1 ݊ሺ݆ሻ − 2 ≥ 0 ݉ሺ݆ሻ ݊ሺ݆ሻሾ݊ሺ݆ሻ − 1ሿ ≥ 0 2 ݊ሺ݆ሻ − 1 ≥ 0 ݉ሺ݆ሻ − 1 ≥ 0 2݉ሺ݆ሻ	݊ሺ݆ሻ 3 

  
  
 سختيماتريس  -6

 ،௘ሿܭሾي كلي براي يافتن ماتريس سختي جزء، رابطه
  صورت زير است: به

)28(ሾܭ௘ሿ = නሾܤሿ்ൣܦ෡൧ሾܤሿ ఆߗ݀  

ي ماتريس كشساني براي نماينده ෡൧ܦൣي كنوني، در رابطه
سطح جزء را مشخص  ߗهاي خمشي است و عامل صفحه

ي از معادله ሿܤሾگذاري ماتريس كرنش كند. با جايمي
دست )، ماتريس سختي براي جزء به28(ي )، در رابطه24(

  ي كار به صورت زير خواهد بود:آيد. نتيجهمي
)29(ሾܭ௘ሿ = ሾ̅ܥሿ்ൣܭሖ ௘൧ሾ̅ܥሿ 

ሖܭൣدر اين جا،  ௘൧  ماتريس كمكي نام دارد و به صورت زير
  شود:تعريف مي

ሖܭൣ)30( ௘൧ = නൣܤሖ ൧்ൣܦ෡൧ൣܤሖ ൧ ఆߗ݀  

هاي ، درايه෡൧ܦൣهاي ماتريس با مشخص بودن درايه
ሖܭൣماتريس  ௘൧ ي زير اين دست آورد. رابطهن بهتوارا مي

  دهد:كار را انجام مي

)31(
ሖ݇ ௜௝௘ = න ൥෍൭ ሖܾ௞௝෍ ሖܾ௟௜݀௟௞ଷ

௟ୀଵ ൱ଷ
௞ୀଵ ൩ ߗ݀ =ஐ  

න൭෍෍ ሖܾ௞௝ ሖܾ ௟௜݀௟௞ଷ
௟ୀଵ

ଷ
௞ୀଵ ൱ ఆߗ݀  

ي زير به )، نتيجه31) در (27ي (گذاري رابطهبا جاي
  آيد:دست مي

)32( 

ሖ݇ ௜௝௘ = න൭෍෍݀௟௞ݎ௞௝ݎ௟௜ݔ൫௠ೖೕା௠೗೔൯	ݕ൫௡ೖೕା௡೗೔൯ଷ
௟ୀଵ

ଷ
௞ୀଵ ൱݀ߗఆ

مستقل از  ௟௜ݎو  ௞௝ݎ، ௟௞݀هاي شايان توجه است، عامل
ي كنوني را  هستند. از اين رو، رابطه yو  xهاي  مختصه

  تر زير نوشت:توان به صورت فشردهمي

)33(ሖ݇ ௜௝௘ = ෍෍݀௟௞ݎ௞௝ݎ௟௜ܬ௜௝௞௟ଷ
௟ୀଵ

ଷ
௞ୀଵ  

)34( 
௜௝௞௟ܬ = නݔ൫௠ೖೕା௠೗೔൯ݕ൫௡ೖೕା௡೗೔൯	݀ߗఆ  

௜௝௞௟ܬ = ଶ௠ାଵݔଷ௡ାଵሺݕ − ଵ௠ାଵሻݔ ݉! ݊!ሺ݉ + ݊ + 2ሻ! 
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هاي صحيح هستند و به صورت عدد nو  mدر اين رابطه، 
  شوند:زير تعريف مي

)35(൜݉ = ݉௞௝ + ݉௟௜݊ = ݊௞௝ + ݊௟௜  

 
 

  هاتنش -7

توان در هر يافته را مي هاي تعميمها و يا تنشگشتاور
  صورت زير محاسبه كرد:جزء بهنقطه در داخل 

)36(ሼߪොሽ = ቐ ௫௬ቑܯ௬ܯ௫ܯ = ሾܦሿሼ̂ߝሽ = ሾܦሿሼ̂ߝሽ = ሾܦሿሾܤሿሼߜ௘ሽ 
هاي گرد محورهاي آشكار است كه براي يافتن گشتاور

  هاي كلي بايد از ماتريس دوران زير استفاده نمود: مختصه

)37(൤ ௑ܯ ௑௒ܯ௑௒ܯ ௒ܯ ൨ = ሾܶሿ ൤ ௫ܯ ௫௬ܯ௫௬ܯ ௬ܯ ൨ ሾܶሿ் 

 N6و  N13هاي هاي جزء رابطهتوان  به صورت مشابه، مي
 ሿ̅ܥሾرا ارئه نمود. براي انجام اين كار، لازم است ماتريس 

  هاي مزبور برپا گردد.هاي آزادي جزء برحسب درجه
  
  
  ارزيابي رفتار جزء -8

ي اجزاي محدود يك روش تقريبي است و رفتار هر  شيوه
هاي گوناگون وارسي شود. از سوي  جزء نو بايد در تحليل

توان اثر  هاي كاربردي بزرگ هستند و نمي مسألهديگر، 
هاي گوناگون را به صورت جدا جدا بررسي نمود. از  عامل

نشانه توسط پژوهشگران به كار  هاي سنگ اين رو، مسأله
ها آزمون وصله است. در اين  روند. يكي از اين مسأله مي

ي يك و هاي وصلهها با اجراي  آزمونبخش، رفتار جزء
ي ديگر نشانه هاي سنگ و همچنين، سامانهچند جزئي 
دهد، در نشان مي 5شوند. آن گونه كه شكل بررسي مي

ي گوس حساب خواهد ها در چهار نقطهاين بخش، تنش
  شد.

  
 ي يك جزئيآزمون وصله  -8-1

ءهاي محدود بايد بتوانند حالت حركت جسم سخت و  جز
خن سازي نمايند. به ستنش يكنواخت را به درستي الگو

ها به يك  هاي مرزي يا نيرويي اين حالت ديگر، اگر شرط
ها وارد گردد، پاسخ اجزاي محدودي جزء يا تركيبي از جزء

هاي صفر را در حالت حركت جسم سخت و  بايد تنش
هاي ثابت را در سراسر جزء به دست دهد. در اين  گشتاور

شود.  ي يك جزئي اجرا مي بخش، آزمون وصله براي سازه
  ،6نجام اين آزمون، پنج گونه جزء، همانند شكل براي ا

  رود. در اين آزمون، ضريب كشساني، كار مي به

 E = ߥ3/0ضريب پواسن،  ،1011 و ضخامت جزء،  =
01/0t = باشد. در حالت حركت جسم سخت،  مي
ଵݓ04/0 ଶݓ01/0، = ଷݓ02/0و  = پنداشته  =
شود. همچنين، در حالت كرنش ثابت، خيزها برابر با  مي
ଵݓ0 = wଶ = wଷ و گشتاور يكنواخت در اطراف  =

است. با بررسي اين  = 1000Mهاي مثلث برابر با لبه
دهند  آيد كه نشان ميدست مي هاي زير بهها نتيجهجزء

سازي درست حالت هر سه جزء پيشنهادي توانايي الگو
  حركت جسم سخت و نيز كرنش ثابت را دارند:

ن گشتاورهاي ي نويسندگاحركت جسم سخت: برنامه -1
௑ܯ  دهد:ي گوس نتيجه ميزير را در هر نقطه = ௒ܯ = ௑௒ܯ = 00/0

ي گوس حالت كرنش ثابت: مقدارهاي زير در هر نقطه -2
௑ܯ  شوند:حساب مي = ௒ܯ =      00/1000 ௑௒ܯ     ; = 00/0  
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صه

1 

2 

3 

 كشساني، 
ت حركت 

ي يك صله

ثلثي براي صفحه

زمست، 23 شماره 

دكارتي 
ଷݕ ݕ محلي 3/  

2/0  ଷݕ	

2/0  ଷݕ

6/0  ଷݕ

 هاي گرهيمختص

x 
y 

x 
y 

x 
y 

ارهاي ضريب
ها در حالتمكان

نند آزمون وص

جزء مث سازي سه

،هشتمسال  

  

هايمختصه  
ଵݔሺ ݔ در دستگاه + ଶሻݔ

6/0 ଵݔ	 + 2/0
2/0 ଵݔ	 + /0
2/0 ଵݔ	 + /0

  شوندمي

(a) 

0/1 -  
0/0  

0/1  
0/0  

0/0  
732/1

روند. مقد مي
مخامت و تغيير
كرنش ثابت، ما

س رابطه 

ሻ 3/  

 ଶݔ	2

 ଶݔ6

 ଶݔ2

ها حساب مدر آن

-

-
1 

  ك جزئي

جزئي به كار د
يب پواسن، ضخ
سم سخت و ك

 

  

 ଷܮ

3/0  

2/0  

2/0  

6/0  

ها دوس كه تنش
  
  

  
(b) 

0/1-
0/0  

0/1
0/0  

0/5-
0/8  

ي يكآزمون وصله

ي
ي

چند
ضري
جس

هايمختصه  
 ଶܮ سطحي

3/1  

2/0  

6/0  

2/0  

ي گوچهار نقطه -

(c) 

0/0
0/8  

0/1-
0/8  

0/0
0/0  

آ -6شكل 

يي صفحه سازه
ي ر آزمون وصله

 ي

 ଵܮ

3/1  

6/0  

2/0  

2/0  

-5شكل 

(d) 

5/0
2/0  

0/1-
0/0  

0/1
0/0  

 جزءچند

ي گوناگون از
دهد كه در مي

سازي در مهندسي

هايطه
گوس

a 

b 

c 

d 

(e)

/6 -
0/6
0/0
0/0
/6 -
0/8

مون وصله با چ

بنديشش شبكه
عي را نشان م

8 

مجله مدل س

 نقط
 گ

) 

0 
 

0 
0 

0 
0 

  
آزم  -8-2

ش 7شكل 
خمش مربع
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 هايشتاور
 -006/0و 

جه گرفت 
هم برقرار 

ي مقدار نه
اسبه شده

084/0

042/0

99/999

99/999

001/0 -

شگران با 

ي ساده و 
درازاي هر 

زمست، 23 شماره 

ابت هستند. گش
+ و005/0 بين 
توان نتيجن، مي

ند جزئي را ه

 

كرنش ثابت
كمين
 محا

ي مقدار نه
سبه شده

 084/0

 042/0

7 0/1000

4 /1000

1 002/0

ي ديگر پژوهش
 وند.

  گاه ساده

هايگاهل با تكيه
شود. دليل مي

،هشتمسال  

خت و كرنش ثا
لاف بسيار كمي

ق دارند. بنابراين
ي چندن وصله

 ك
بيشين
 محاس

 مقدار
 دقيق

4 084/0  

2 042/0  

05 1000 

02 1000 

2 0 

هاي عددتيجه
شوي مقايسه مي

مربعي با تكيه

ي مربع شكلحه
ر مركز آن تحل

كت جسم سخ
ها اختلاون جزء

مقدارهاي دقيق
ها، آزمون جزء

  كنند. 

  چند جزء

 ءله با چند جز

ي مقدار مينه
محاسبه شده

03/0  

025/0  

003/0 -

001/0 -

001/0 -

ام اين كار، نت
هاي پيشنهادي ء

ي مصفحه  -1-

 آغاز، يك صفح
ك بار منفرد در

 

 

ي
 و
ن
ي
ي

حرك
درو
با م
كه
ك مي

  

آزمون وصله با چ
 

هاي آزمون وصله
ركت جسم صلب

كم
 مح

ي مقدار ينه
حاسبه شده

03/0

025/0

001/0

002/0

001/0

ي،
ن
 را
ي
 با

انجا
جزء

 

9-

در
يك

ي پهلوي صفحه
رهاي بيشينه

مشي را در اين
هايمكان  تغيير

هايمكانن تغيير

- 7شكل 

نتيجه -2جدول 
 حر

بيشي
 مح

 مقدار
 دقيق

03/0  

025/0  

0 

0 

0 

بنديشكل، شبكه
 خواهد شد. اين

ه پاسخ درست
يي صفحهنشانه

اند.تخاب شده

 قي

 ي

ي هر. درازا
مقدا 2جدول

هاي خم گشتاور
شكار است كه

همان 1- 2وي

ي مربعيه

1- 2ي  لبه

گشتاور

گشتاور

ܯگشتاور 
 

ي عددي با شنه
زي مختلف حل
ي پيشنهادي به

هاي سنگ نله
هاي معتبر انت

 سرافرازي، صادق

سازي در مهندسي

شوند.اشته مي
a= باشد. جمي

ها ومكانغيير
دهد. آشان مي

حه و ميان پهلو

ها عامل  

كان در مركز صفحه

ن در ميان پهلوي

௫ܯگ هاي گوسقطه

௬ܯگ ௫௬ܯهاي گوسقطه هاي گوسطه

 هاي عددي

ش، شماري نمون
هاي مرزي شرط

هايمگرايي جزء
هند. اين مسأل

مرجع مگي از

رضايي پژند،

مجله مدل س

جزئي پندا
=2مربعي 

ي تغكمينه
ها نشاسازه

مركز صفح

مكتغيير  

مكاتغيير  

در نق   

در نق   

در نقط   

  
  
هنمونه -9

در اين بخش
گذاري وبار

ها، همسازه
دنشان مي

خمشي، هم
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هاي   شرط

ݓ = 0  ,w = 0  ,∂w∂y = 0 ∂w∂x = 0 

ي مربع حه
 خيز مركز 

௖ݓ = 0.0
 L سازه و 

فحه، برابر 
، tشساني، 

ير حساب 

ܦ = 12ሺܧ

اند. براي ده
 همگرايي 

ثلثي براي صفحه

زمست، 23 شماره 

پايه،ود. بر اين 
 باشد:مي 

,  డ௪డ௫ = 0  ,  డమ௪డ௬మ
,  ப୵ப୷ = 0  ,  பమ୵ப୶మ

 براي اين صفح
كند، مقدار خمي
ܦଶܮ0116ܲ  :]18[آيد مي  

 وارد بر مركز
فتي خمشي صف

 Eضريب كش ،
صورت زسن، به

ଷ1ݐ	ܧ −  ଶሻߥ

 

هر جزء وارد شد
اند، خمگرديده

 سم شده است.

جزء مث سازي سه

،هشتمسال  

x صفر خواهد بو
فحه به قرار زير

௪మحور  = 0 

୵మحور  = 0 

حور 

حور 
بندي نه شبكه

دهد. يادآوري م
دستي زير بهه

نيروي متمركز 
صفحه است. سف
عامل برحسب

، نسبت پواسߥ 

جع مربوط به ه
درج گ 3جدول 

رس 10در شكل 

س رابطه 

xران گرد محور 

زي براي اين صف
ي موازي محدر لبه y

ي موازي محدر لبه y

ي موازي محدر لبه y

ي موازي محدر لبه y

چند گون 9كل
كل را نشان مي
 صفحه از رابطه

P اين رابطه، 

ل يك پهلوي ص
D است. اين ع

خامت صفحه و
 شود:

  خمشي مربعي

 ستون آخر، مرج
يي كه در جهاء

ز مركز صفحه د

 

ل
ل
ن

حه
y ،
x ،

دور
مرز
 :yد
 :yد

 :yد

 :yد
شكل
شكل
اين

در
طول

Dبا 

ضخ
شمي

  

ي خبندي صفحهه
  

ي
رج
ام
 و

در
جزء
خيز

P دليلاست. به
بندي و حلبكه

چهارم آن را نشا

 
  گاه ساده

صفح چهارميك
y موازي محور

xي موازي محور

شبكه - 9شكل 

هايجزءه براي
 پژوهشگران در
ام جزء و يا نا

ها،ي شمار جزء

 ي

ر متمركز آن
هارم صفحه ش
چي مربعي و يك

  

گي مربعي با تكيه
 
هاي مرزيرط
يرو، در لبهين

يست و در لبه

ن مركز صفحه
هاي ديگرجزء

 يكم جدول، نا
هاي بعديستون

سازي در مهندسي

و بار Lه برابر 
چهن، فقط يك

يصفحه 8شكل 

يصفحه - 8شكل 

 تقارن سازه، شر
شوند. از ايل مي

صفر اس y محور 

مكان، تغيير3 
 و شماري از ج
ت. در ستون

آيد. در سمين 

10 

مجله مدل س

پهلوي ساز
وجود تقارن

گردد. شمي
 دهد.مي

ش

با توجه به
وارد تحليل
دوران گرد

در جدول
پيشنهادي

گرديده است
پژوهشگر آن
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كان
يرم

تغي
ي 

خطا
صد 

در

زمست، 23 شماره 

 

  مرجع

 0
 0
 0

]19[ 

]20[ 

]21[ 

]22[ 

]18[ 

  ايربعي طره

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

2

،هشتمسال  

  بار متمركز

128 5 

01159/ 01/0
01098/ 01/0
01113/ 01/0
  

  

 01/0
 01/0

  هاديگر جزء

ي مرصفحه - 11 

8

گاه ساده وا تكيه
 ها

50 32 

1157 0115/0
1094 0107/0
1107 0108/0

0116/0 

0115/0
1171 0118/0
1159 0115/0

ي مربعي با دفحه

شكل

18
 كاررفته

 

 

ي مربعي باصفحه
هتعداد جزء

18 

55 01153/0
72 01064/0 

84 01063/0 

64 01208/0
59 01153/0
84 01197/0
50 01148/0

0016/0
  

ي پاسخ خيز صفح

ي
 با
ل

32
تعداد جزءهاي به ك

ريب خيز مركز ص

8 

01143/0
01084/0
01041/0
01174/0
01148/0
01302/0
01137/0

ي همگراييمقايسه

ايي مربعي طره
ي يكنواخترده
L باشد. شكلمي
  دهد.مي

50

 قي

 ي

ضر -3جدول 

2 

01079/0
01029/0
0101/0
01302/0
01217/0
01408/0  

01044/0  

م - 10شكل 

 ايطره

انه، يك صفحه
زير اثر بار گستر
 پهلوي صفحه

اي را نشان مطره

128

 سرافرازي، صادق

سازي در مهندسي

 

 هاجزء

N12 

N13 

N6 

BCIZ 

RT9 

Zhong 

AFSIQ

Exact 

ي مربعي طفحه

ي سنگ نشاأله
شود. اين سازه ز
ست. درازاي هر

ي مربعي طرفحه

N

N

N

B

R

Z

A

رضايي پژند،

مجله مدل س

  

صف  -9-2

در اين مسأ
شتحليل مي

اس qشدت 
اين صفح 11

N12

N13

N6

BCIZ

RT9

Zhong

AFSIQ
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  باشد:هاي مرزي اين سازه به قرار زير ميشرط
y: wمحور  رويدر  = 0   ,  ப୵ப୶ = 0  ,  ப୵ப୷ = 0 

 شود ي زير حساب ميمقدار خيز سر آزاد سازه از رابطه
௖ݓ  :]18[ = 0.125 ݍ ܦସܮ  

ي آزاد صفحه براي سه مكان در لبهمقدار تغيير 4جدول 
نيز سه جزء ديگر پژوهشگران را نشان جزء پيشنهادي و 

ي آزاد سازه براي مكان در لبهدهد. همگرايي تغييرمي
 12اند، در شكل درج گرديده 4يي كه در جدول هاجزء

  رسم شده است.

  
  ي مربعي زير بار گستردهي آزاد صفحهضريب خيز لبه -4جدول 

    هاتعداد جزء  
  هاجزء  8  16  32  72  128  مرجع
  12451/0  12369/0  12112/0  1209/0  11731/0  N12

  11875/0  11788/0  11721/0  11558/0  11144/0  N13 
  11988/0  11846/0  1158/0  11419/0  10968/0  N6 

]19[ 1261/0 1267/0       BCIZ 
]23[ 1258/0  1239/0        Cheung 
]20[ 12615/0  12752/0  12798/0  1312/0    RT9 
]18[ 125/0 Exact 

  

  
  ايي مربعي طرهي آزاد صفحههمگرايي خيز لبه - 12شكل 

  
  گاه سادهي مورب با تكيهصفحه  -9-3

درجه را  60ي ي مورب با زاويه، يك صفحه13شكل 
و موازي  xدهد. اين سازه در دو لبه، روي محور نشان مي

ي ديگر آزاد و در دو لبه گاه ساده، داراي تكيه xمحور 
ي باشد. بار وارد بر اين صفحه، يك بار گستردهمي

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2
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6

2 16 32 72 128
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يرم

تغي
ي 

خطا
صد 

در

تعداد جزءهاي به كاررفته
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N6

BCIZ

Cheung

RT9
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 ه

௖ݓ = 0.   
رسم  15 

زمست، 23 شماره 

گاه سادهب با تكيه

  

7945 × 10ି
صفحه در شكل

 
 مرجع

 
 
 

]21[ 

]24[ 0
]21[ 

،هشتمسال  

ي موربصفحه - 

ିଶ ௤	௅ర஽
ن براي مركز ص

  سترده

400 20
  
  
  
 80/0

7906/0 79/0

13شكل 

  ي موربفحه

مكاگرايي تغيير
  ه است.

ي مورب با بار گس
ها

0 128
7881/0
6893/0
6963/0

032 8064/0
959 8013/0

 

 

دو

ݓ
ن

بندي براي صفكه

زء
ت.
ت

همگ
شد

يدر مركز صفحه
هتعداد جزء

72
7 77781/0

39 66825/0
31 65427/0
4 8043/0  

3
7945/0

  

ي مرزي براي د

ݓ = 0 	  ,	  	డడ
 در تحليل اين

  دهد.مي

شبك - 14شكل 

حه براي سه جز
رج گرديده است

ي زير به دسته

ضريب خيز -5

32
76598/0
66317/0
64633/0
826/0

 قي

 ي

هايهد بود. شرط
డ௪డ௫ ورت زير است: = 0   	,  		

بندي كهشبكه
شود را نشان مي

خيز مركز صفح
در هاديگر مرجع

ز سازه از رابطه

جدول

8 

72911/0
63465/0
61661/0
8852/0

S

 سرافرازي، صادق

سازي در مهندسي

خواهد qا شدت 
డమ௪డ௫మ	گاه به صوي تكيه = 0 

 چند گونه ش
ورب استفاده مي

هاي خنتيجه 5
 و سه جزء از د

مكان در مركزر
[:  

 
هاجزء  

N12 
N13 
N6 

Zhong 
Sengupta 

Exact 

رضايي پژند،

مجله مدل س

يكنواخت با
ي دارايلبه

،14شكل 
ي مو صفحه

  

  
در جدول 
پيشنهادي

مقدار تغيير
]21[آيدمي

  



 ي خمشي ه

  1389 ستان

  

 آيد ت مي

௖ݓ = 1.   
تفاده قرار 

نمودارهاي 

كان
تغ

اي
خط

د
د

ثلثي براي صفحه

زمست، 23 شماره 

دستي زير بهطه

00228 ௤	௔ర஽
 مثال مورد است

  ه شده است.
و نم 6 جدول 

  اند.آمده 
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جزء مث سازي سه

،هشتمسال  

  ه ساده

 صفحه از رابط

دي كه در اين
نمايش داده 16 

ركز صفحه در
17ن در شكل 

  ي

8 32

س رابطه 

گاه مورب با تكيه

دار خيز مركز
1[:  

بندشبكه د گونه
گيرد، در شكل

هاي خيز مرسخ
مكاگرايي تغيير

ايي خمشي دايره

2 72
 كاررفته

 

يز مركز صفحه

 و
ل
هد
د.

مقد
]18

چند
گمي

پاسخ
همگ

يدي براي صفحه

128
تعداد جزءهاي به

همگرايي خيز - 15

گاه گيردارتكيه
گردد. به دليلمي

حه تحليل خواه
باشدمي qر آن

بندشبكه -16كل

200

 ي

5شكل 

  اي دايره

اي با تي دايره
واخت تحليل م

صفح چهارم يك
شدت بار وارد بر

شك

400

سازي در مهندسي

ي خمشيفحه

يل، يك صفحه
ي يكنو گسترده

ن در سازه، فقط
و شد a صفحه 

N12

N13

N6

Zhong

Sengu

14 

مجله مدل س

  
  
صف  -9-4

در اين مثال
زير اثر بار

وجود تقارن
شد. شعاع
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  ي خمشي دايره ايخيز مركز صفحه - 6جدول 
هاتعداد جزء  

36 64 مرجع 12 9 3 هاجزء  
 99997/0  99095/0 97792/0 94234/0 N12 
 94365/0  92761/0 88311/0 85925/0 N13 
 9226/0  90566/0 8657/0 81546/0 N6 

]25[ 0091/1  0111/1 0127/1 04418/1 07555/1 Roufaeil 

]21[  03846/1 0546/1 07765/1 Zhong 
]22[ 01561/1  03566/1 0557/1 11985/1 18394/1 AFSIQ 
]18[ 00228/1 Exact 

  

  
  ايي خمشي دايرههمگرايي خيز مركز صفحه - 17شكل 

  
  گيرينتيجه -10

هاي خمشي در اين مقاله سه جزء مثلثي براي صفحه
اي درجه جملهها از يك چندسازي شد. اين جزءرابطه

كنند. افزون مكان استفاده ميچهار كامل براي تابع تغيير
ها نيز انجام ها، ارزيابي رفتار آنسازي جزءبر رابطه

ي يك و چند جزئي هاي آزمون وصلهپذيرفت. نتيجه
ها آزمون وصله را به خوبي پشت سر آشكار كرد كه جزء

ي ها براي حل چند مسألهگذارند. همچنين، اين جزءمي
اي به كار ي مربعي، مورب و دايرهي صفحهسنگ نشانه
نويسندگان نشان داد كه اين  يهاي برنامهرفتند. پاسخ

دقيق  هاي نو توانايي خوبي در همگرايي به جوابجزء

كند كه سه جزء مثلثي پيشنهادي، نشان ميدارند. خاطر
ها،  سازي داراي توانايي يكساني نيستند. از ميان اين رابطه

 N13هاي ترتيب، جزء و پس از آن، به N12بهترين جزء، 
هاي ديگر با جزء N12جزء  يقرار دارند. مقايسه N6و 

پژوهشگران آشكار كرد كه اين جزء يكي از بهترين 
هاي همگرايي را دارد. بايد افزود كه نويسندگان،  خم

دليل اند كه بههاي عددي بسياري را آزمودهنمونه
ها را ارائه كرد. ي آنتوان همهمحدوديت حجم مقاله، نمي

نويسندگان، ي هاي برنامهي پاسخبا اين حال، همه
  كنند.هاي مشابهي را تأييد مي نتيجه
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ABSTRACT ARTICLE INFO 

This paper deals with the analysis of plate bending by the finite 
element method. Since vast findings have been achieved so far, 
advancing research in this area is very difficult. Nevertheless, 
three triangular elements for analyzing plate bending will be 
formulated. The patch test for one and some elements for the 
suggested elements will be preformed. Moreover, a variety of 
problems will be solved by the authors' program. In addition to 
these, the responses of the suggested three elements with the 
other investigators' results, and also accurate answers will be 
compared. The findings of this article reveal that the new 
elements have the ability to reach the precise solution. It should 
be added that one of three proposed elements has the best 
convergence rate. 
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