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  ديفرانسيلي كوادراتور روش از استفاده با دار ترك شده كمانه پس تير آزاد ارتعاشات

  
  *2مرادي شاپور ،1مقدم جمشيدي پيمان

  
  

 چكيده  مقاله اطلاعات
  
ــژوهش ايــن در  ــه تيــر آزاد ارتعاشــات پ ــه دار تــرك شــده كمان ــور روش كمــك ب  كوادرات

 از اسـتفاده  بـا  و شـده  گرفتـه  نظـر  در بـاز  بصـورت  تـرك  اسـت.  شده بررسي ديفرانسيلي
ــر ــدون خطــي فن ــدل جــرم ب ــردد. مــي ســازي م ــر گ ــه تي  و شــده تقســيم بخــش دو ب

 دسـت  بـه  مماسـي  مختصـات  در شـده  كمانـه  تيـر  ارتعاشـات  مسـئله  بـر  حـاكم  معادلات
ــر ديفرانســيلي معــادلات دســتگاه يــك معــادلات ايــن آينــد. مــي  تشــكيل را خطــي غي
 ابتــدا اســتاتيكي خطــي غيــر ديفرانســيل معــادلات دســتگاه حــل منظــور بــه دهنــد. مــي

ــادلات ــا مع ــور روش ب ــيلي كوادرات ــته ديفرانس ــده گسس ــپس ،ش ــتگاه س ــادلات دس  مع
 بـه  توجـه  بـا  همچنـين  شـوند.  مـي  حـل  قـوس  طـول  روش از استفاده با خطي غير جبري

 اسـتاتيكي،  حركـت  دامنـه  بـه  نسـبت  تيـر  آزاد ارتعاشـات  حركـت  دامنـه  بودن كوچكتر
ــادلات ــي مع ــي ارتعاش ــي خط ــد. م ــراي گردن ــل ب ــتگاه ح ــادلات دس ــيل مع  ديفرانس
 و شــده گسســته ديفرانســيلي كوادراتــور روش بــا معــادلات ايــن شــده، خطــي ارتعاشــي

 دينـاميكي  شـده  گسسـته  معـادلات  دسـتگاه  در اسـتاتيكي  حـل  از آمـده  دست به مقادير
 هـاي  فركـانس  اسـتاندارد  ويـژه  مقـدار  مسـئله  حـل  بـا  پايـان  در .ندشـو  مـي  گذاري جاي

 بررسـي  جهـت  آينـد.  مـي  دسـت  بـه  دار تـرك  شـده  كمانـه  تيـر  مودهـاي  شـكل  و طبيعي
 مقايســه محــدود اجــزاء روش نتــايج بــا حاصــل نتــايج شــده، ارائــه عــددي روش صــحت

ــگرد مــي ــه نتــايج د.ن را  پيشــنهادي روش كــارايي و خــوب بســيار دقــت آمــده دســت ب
  دهد. نشان مي

  

  كليدي: واژگان
  ،ترك

  ،تير ارتعاشات
  ،كمانش پس

  .ديفرانسيلي كوادراتور روش 

  

  
  

  
  

  1مقدمه -1

 آن رشد و ها سازه استحكام كاهش باعث ترك وجود
 منجر ناپذير جبران خسارات و سازه انهدام به است ممكن
 متفاوت هاي زمينه در بسياري محققين رو اين از گردد.
 ها زمينه اين از يكي اند. نموده بررسي را دار ترك هاي سازه

 باشد. مي بار تحت دار ترك هاي سازه ارتعاشات بررسي
 بوده دشوار آن تحليلي حل مسئله، ماهيت به توجه با

                                                 
 moradis@scu.ac.ir* پست الكترونيك نويسنده مسئول: 

  مكانيك مهندسي ارشد كارشناس.1
  اهواز چمران شهيد دانشگاه مكانيك، مهندسي دانشيار. 2

 شده استفاده عددي هاي روش از حل براي دليل همين به
   است.
 را شده كمانه تير ارتعاشي مودهاي ]1[ همكاران و نايفه

 با ها آن كردند. بررسي آزمايشگاهي و تحليلي صورت به
 با متناظر شده كمانه تير استاتيكي شكل گرفتن نظر در
nو مودها براي دقيقي حل كمانشي، مود امين 

 و مفصل سر دو گيردار، سر دو شده كمانه تير هاي فركانس
 و آدسي آورند. دست به مفصل سر يك- سرگيردار يك

 در متمركزي جرم كه تيري ناميراي ارتعاش ]2[ همكاران

 با آن كمانش پس وضعيت حول را داشت قرار آنوسط 
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 در ها آن ند. نمود بررسي دوراني اينرسي اثر از نظر صرف
 به غلطكي گاه تكيه حركت به توجه با كمانش پس تحليل
 مدل كشش قابل صورت به را تير مفصلي، گاه تكيه سوي

 صورت به را تير ها آن آزاد، ارتعاشات تحليل در كردند.
 دو با را مسئله نهايت در و گرفته، نظر در كشش غيرقابل

 و گالركين سازي گسسته اساس بر تحليلي نيمه روش
 مسئله ]3[ همكاران و سانتيلان نمودند. حل محدود اجزاء
 با )Heavy beam( سنگين تير ارتعاشات و كمانش پس

 را كمانش پس تعادل وضعيت حول كم نوسان دامنه
 تير ها آن نمودند. بررسي آزمايشگاهي و تئوري صورت به
 روي بر كشش، قابل غير الاستيك صورت به را سرگيردار دو

 روش و گرفته نظر در دار شيب يا و افقي صلب فوندانسيون
 و نئوكريچ .بردند كار به خود معادلات حل براي را شوتينگ
 وضعيت حول كوچك دامنه با ارتعاشات ]4[ همكاران

 ها آن نمودند. بررسي را گيردار سر دو ميله كمانش پس
 تحليلي صورت دو به را كشش قابل غير و كشش قابل مدل

 تحليل انجام با ]5[ گومز و سيلوا نمودند. حل عددي و
 آزاد، گاه تكيه با دار ترك تير شانزده روي بر تجربي مودال

 تاثير كرده، استخراج را چهارم تا اول تجربي هاي فركانس
 بررسي طبيعي هاي فركانس روي بر را ترك عمق و محل

 تيرهاي كمانشي و ارتعاشي رفتار ]6[ چن و يانگ نمودند.
 بررسي را اي لبه ترك با ضخامت در متغير جنس با

 و برنولي - اولر تئوري از تير رفتار تحليل در ها آن نمودند.
 در نمودند. استفاده چرخشي فنر از ترك سازي مدل براي
 بحراني بار طبيعي، هاي فركانس براي تحليلي حل ادامه،

 تير مرزي شرايط براي را متناظر مودهاي شكل و كمانشي
 نمودند. ارائه گيردار سر دو و مفصل سر دو سرگيردار، يك

 روش و تجربي روش از استفاده با ]7[ همكاران و كاراگاس
 طبيعي فركانس بر را ترك محل و عمق اثر محدود اجزاء
  نمودند. بررسي گيردار سر يك تير كمانشي بار و اول

 كنون تا كه است مشخص گرفته انجام هاي بررسي از 
 بررسي مورد دار ترك شده كمانه تير ارتعاشي رفتار تحليل

 رفتار بررسي پژوهش اين از هدف است. نگرفته قرار
 با منظور اين براي است. دار ترك شده كمانه تير ارتعاشي

 خطي فنر صورت به ترك شكست مكانيك از استفاده
 ترك همچنين، گردد. مي سازي مدل جرم بدون چرخشي

 حاكم معادلات شود. مي گرفته نظر در باز و اي لبه صورت به
 مماسي مختصات در شده كمانه تير ارتعاشات مسئله بر
 دستگاه يك واقع در معادلات اين كه آمده، دست به

 توجه با دهند. مي تشكيل را خطي غير ديفرانسيلي معادلات
 تر كوچك بسيار تير آزاد ارتعاشات حركت دامنه كه اين به
 كلي پاسخ است، تعادل) (حالت استاتيكي حركت دامنه از

 و استاتيكي حركت پاسخ مجموع صورت به سيستم
 ارتعاشي ديفرانسيل معادلات و شده گرفته نظر در ارتعاشي
 ترتيب به ارتعاشي و تعادلي حركت پاسخ گردند. مي خطي

 آيند. مي دست به ديناميكي و استاتيكي معادلات حل با
 خطي غير ديفرانسيل معادلات دستگاه حل منظور به

 ديفرانسيلي كوادراتور روش با معادلات ابتدا استاتيكي
 خطي غير جبري معادلات دستگاه  سپس شوند. مي گسسته

 حل براي شوند. مي حل قوس طول روش از استفاده با
 همانند شده خطي ارتعاشي ديفرانسيل معادلات دستگاه
 كوادراتور روش با معادلات ابتدا استاتيكي حالت

 از آمده دست به مقادير سپس ،شده گسسته ديفرانسيلي
 شده گسسته معادلات دستگاه در استاتيكي معادلات حل
 يك آمده دست به معادلات دستگاه گردند. مي گذاري جاي

 تبديل از پس كه باشد مي استاندارد غير ويژه مقدار مسئله
 آن، حل و استاندارد ويژه مقدار مسئله يك به آن

 مودهاي شكل و دار ترك شده كمانه تير هاي فركانس
  آيند. مي دست به آن با متناظر

 
  
 تئوري -2

  ترك سازي مدل - 1- 2

 تيري دار، ترك شده كمانه تير آزاد ارتعاشات بررسي براي
 كه ،h ضخامت ،l طول به 1 شكل مشابه گيردار سر دو

 نيروي تحت و باشد، مي lc محل و a عمق به تركي داراي
  شود. مي گرفته نظر در است p فشاري محوري
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  محوري نيروي تحت گيردار سر دو دار ترك تير -1شكل

  
 و lc هاي طول به قسمت دو به تير ترك، سازي مدل براي
l-lc متصل يكديگر به جرم بدون چرخشي فنر يك با كه 
 در شده ايجاد نرمي محاسبه براي گردد. مي تقسيم اند شده
 تعريف و شكست مكانيك روابط از ترك، وجود علت به تير

 استفاده (بازشدگي) ترك اول مود براي تنش شدت ضريب
 صورت به ترك شود. مي محاسبه چرخشي فنر سختي شده
 كلي نرمي ضريب است. شده گرفته نظر در باز و اي لبه
   ].8 و 7[ باشد مي )1( رابطه صورت به
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 تصحيح تابع F باشند. مي ترك عمق امتداد در متغيري
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  حاكم معادلات  -2- 2

 را تير كمانش پس مسئله بر حاكم معادلات )3( روابط
  ].10 و 9[ دهد مي نشان

s تير، محور امتداد در متغيري ju و jw ترتيب به 
 y و x راستاهاي در امj تير نهايي و اوليه هاي جايي جابه

 شكل تغيير منحني بر مماس خط بين زاويه j .ستنده
 قبل تير از الماني اوليه چرخش زاويه 0 و y محور و تير

 مدل تير در هندسي نقص آن با كه باشد يم بارگذاري از
  گردد. مي

)3( 
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n و q و برشي و محوري هاينيرو ترتيب به m ممان 
 اينرسي ممان I ،تير مقطع سطح A د.نشاب مي خمشي
 كه صورتي در هستند. طول واحد بر جرم ρ و سطح

  .]10 و 3[ گردند بعد بي )4( روابط با متغيرها
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 روابط باشند، مي زمان t و سيستم طبيعي فركانس ω كه
  .آيند مي رد )5( روابط صورت به )3(
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 شده كمانه تير ارتعاشي حركت دامنه كه آن به توجه با
 لذا باشد، مي استاتيكي حركت دامنه از تر كوچك بسيار
 ].3[ نمود تعريف )6( روابط صورت به را متغيرها توان مي
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گر  بيان d انديس و تعادل حالت دهنده نشان e انديس كه

 حل براي )6( روابط به توجه با باشد. مي ديناميكي حالت
 بار يك كه است نياز شده كمانه تير ارتعاشي مسئله

 مقادير تا گشته حل استاتيكي صورت به )5( معادلات
 هاي جمله حذف با آيند. دست به تعادل حالت به مربوط
 )7( رابطه صورت به تعادل معادلات )5( معادلات از زماني

 آيند. مي دست به
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 گذاري جاي استاتيكي، حالت معادلات آمدن دست به با
 آمده، دست به روابط بسط ،)5( روابط در )6( روابط

 هاي ترم حذف با و كننده ساده فرضيات از استفاده
 تير آزاد ارتعاشات مسئله بر حاكم معادلات خطي، غير

   آيند. مي دست به شده كمانه
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 معادلات به مربوط ديناميكي و استاتيكي روابط ادامه در
 روش مشابه نيز مرزي شرايط و ترك معادلات پيوستگي،
 آمد. خواهند دست به حاكم، معادلات استخراج

  
  پيوستگي معادلات - 3- 2

 پيوستگي روابط ترك، سازي مدل نحوه به توجه با
 صورت به ترتيب به آن به مربوط ديناميكي و استاتيكي

  آمد. خواهند در )10( و )9( روابط
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 به مربوط دوم و اول معادلات ،)10( و )9( روابط در
 به مربوط چهارم و سوم معادلات و جايي جابه پيوستگي
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 پنجم معادله هستند. y و x راستاهاي در نيرويي وستگيپي
   نمايد. مي بيان را خمشي ممان پيوستگي

  
  ترك معادلات  - 4- 2

 ناپيوستگي روابط ترك، سازي مدل نحوه به توجه با
 صورت به ترتيب به آن به مربوط ديناميكي و استاتيكي

  آمد. خواهند در )12( و )11( روابط

)11(      2 1 1
e C e C e C

EI
L L c M L

l
    

)12(      2 1 1
d C d C d C

EI
L L c M L

l
    

 
  مرزي شرايط  - 5- 2

 نيروي تحت سرگيردار دو تير استاتيكي مرزي شرايط
   باشد. مي )13( روابط صورت به P محوري

)13(  
1 1 1

2 2 2

(0) 0, (0) 0, (0) ,
2

(1) 0, (1) , (1) .
2

e e e

e e e

W U

W N P






  

  
 

 اجازه تير انتهاي و ابتدا كه است آنگر  بيان )13( رابطه
 برابر ها آن زواياي و نداشته را y محور راستاي در حركت

 با
2

 است ) θ محور به نسبت y گردد). مي محاسبه 

0S( تير ابتداي همچنين ( راستاي در حركت اجازه 
1S( تير انتهاي ندارد. را x محور ( در حركت اجازه 

 آن بر وارد محوري نيروي و بوده دارا را x محور راستاي
 روابط صورت به ديناميكي مرزي شرايط باشد. مي P با برابر

  آيند. مي دست به )14(

)14(  
1 1 1

2 2 2

(0) 0, (0) 0, (0) 0,

(1) 0, (1) 0, (1) 0.

d d d

d d d

W U

W U





  

   
 كه تفاوت اين با باشد، مي )13( رابطه مشابه )14( رابطه

 محور ستايرا در حركت اجازه نيز تير انتهاي رابطه اين در
x ندارد. را 

  
  
  

  استاتيكي معادلات حل  -3

 ديفرانسيلي كوادراتور روش از معادلات سازي گسسته براي
 گردد. مي استفاده

 

  ديفرانسيلي كوادراتور روش -3-1

 تابع اول مرتبه مشتق ديفرانسيلي كوادراتور روش در
( )x تقريبي صورت به آن دامنه درون نقطه يك در 
 نوشته دامنه تمام در تابع وزني مقادير مجموع از خطي
  .]11[ شود مي

)15(  
1

( ) 1,2,....,
p

i

n

x x ik k p
k

d
C x i n

dx






  

 از امi دقت ي نقطه xi دقت، نقاط تعداد np )15( رابطه رد
 مشتق آوردن دست به براي وزني ضرايب Cik و تابع دامنه
 محاسبه براي د.نباش مي امi دقت نقطه در تابع اول مرتبه

 چانگ و كوان ديفرانسيلي كوادراتور روش وزني ضرايب
 از مستقل كه نمودند استفاده زير جبري رابطه از ]،12[

  باشد. مي دقت نقاط مختصات

)16( 
 

 
 ,

1

1

, , 1,2,3,...,

p

p

n
i j

ik
i k k jj i k

i k

n

ii ik p
k
k i

x x
C

x x x x

C C i k n










 

  




  

 عبارتند شده استفاده پژوهش اين در كه دقتي نقاط انواع
 ]:13[ از

 اي جمله چند هاي ريشه از استفاده با دقت نقاط - 1
  :چبيشف

)17(  
 1 0

0

1 0 1

2 1
1 cos

2 2

, , 2,3,..., 1
p

i
p

n p

i
x

n

x x i n

 
 

 

   
         

   

 

  :لژاندر اي جمله چند هاي ريشه از استفاده با دقت نقاط - 2

)18(  
 1 0

0

1 0 1

2 3
1 cos

2 2 4

, , 2,3,..., 1
p

i
p

n p

i
x

n

x x i n
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 هاي اي جمله چند هاي ريشه از استفاده با دقت نقاط - 3
  :چبيشف -لوباتو - گوس

)19(  
 1 0

0
1

1 cos
2 1

1,2,3,...,

i
p

p

i
x

n

i n

 
 

   
         



 

 اي  بازه انتهاي و ابتدا ترتيب به 1 و 0 )19( رابطه در
 اين شود. گسسته دقت نقاط از استفاده با بايد كه است

  شوند. مي تعيين )20( رابطه از استفاده با مقادير

)20( 0 1

0 1

0, 1

, 1 2
C

C

L j

L j

 
 

  
  

 

 معادلات توان مي ديفرانسيلي كوادراتور روش از استفاده با
  .نمود بيان )21( روابط صورت به را )7(

)21(

0
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1

1

0

1

1

1 cos cos

1 sin sin
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0 ,

1,2,3, , 1
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cos sin
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 گردد، گسسته دقت نقطه np با تير هر كه آن فرض با
 6 به توجه با باشد. مي 12np با برابر مجهولات تمامي تعداد
 تعداد ترك، معادله و پيوستگي معادله 5 مرزي، شرط
 تناقض تا شود نوشته بايد كه حاكمي معادلات تمامي
 تعداد با مسئله مجهولات تعداد و نيامده بوجود رياضي

 براي بايد بنابراين باشد. مي 12np-12 شوند برابر معادلات
 حاكم معادله نيز، تيرها از يك هر مرزي نقاط از يكي

 از استفاده با معادلات سازي گسسته از پس شود. نوشته
 از استفاده با معادلات اين ديفرانسيلي، كوادراتور روش
  ].15 و 14[ گردند مي حل قوس طول روش

  

 ديناميكي معادلات حل -4

 حل همانند نيز تير ارتعاشي پاسخ آوردن دست به براي
 استفاده ديفرانسيلي كوادراتور روش از مسئله، استاتيكي

 روابط ديفرانسيلي كوادراتور روش از استفاده با گردد. مي
  آمد. خواهند در )22( روابط صورت به و شده گسسته )8(

 ديناميكي تدلامعا حل در آنكه براي استاتيكي حل مشابه
 تعداد با معادلات تعداد و نيامده بوجود رياضي تناقض

 ششم و پنجم اول، معادلات براي باشد، برابر مجهولات
2 )22( روابط 1pi n   معادلاتساير  براي و 

1 pi n  مسئله ارتعاشي حل در واقع در باشد. مي 
 نقاط براي فقط ،)22( روابط ششم و پنجم اول، معادلات
 نقاط تمامي براي معادلات باقي و شوند مي نوشته داخلي
  شوند. مي نوشته دقت

)22(
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 مقادير حاكم، ديناميكي معادلات سازي گسسته از پس
 شده گسسته معادلات در تعادل حالت از آمده دست به

 ديناميكي حاكم معادلات گردند. مي گذاري جاي ديناميكي
 و پيوستگي معادلات مرزي، شرايط همراه به شده گسسته
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 صورت به ويژه مقادير با معادلات دستگاه يك ترك معادله
 ويژه مقدار مسئله يك كه دهند مي تشكيل را )23( رابطه

  باشد. مي غيراستاندارد

)23(  11 12 1 12

21 22 2 2

O O

O I

A A X X

A A X X

     
      

     
 

 باشند. مي واحد ماتريس I و صفر ماتريس O رابطه اين در
 مرزي دقت نقاط هاي جايي جابه مقادير شامل 1X بردار
 زواياي مقادير همچنين و y و x راستاهاي در تير هر

 تمامي خمشي ممان و برشي و محوري نيروهاي چرخش،
 مقادير شامل 2X جايي جابه بردار باشد. مي دقت نقاط
 و x راستاهاي در تير هر داخلي دقت نقاط هاي جايي جابه

y 11 هاي ماتريس باشد. ميA 12 وA ضرايب شامل 
 پيوستگي، معادلات ،)22( روابط چهارم تا اول معادلات
 21A هاي ماتريس و مرزي شرايط معادلات و ترك معادله

 )22( روابط ششم و پنجم معادلات ضرايب شامل 22A و
 توان مي را استاندارد ويژه مقدار مسئله ادامه در شوند. مي
  .آورد دست به )24( رابطه صورت به
)24(  1 2

22 21 11 12 2 2A A A A X X       

 شده كمانه تير بعد بي هاي فركانس رابطه، اين حل با كه
 خواهند دست به ها آن متناظر مودهاي شكل و دار ترك
  آمد.

 
  

  نتايج - 5

 مقداري داراي تير كه است شده فرض پژوهش اين در
 صورت هب هندسي نقص مقدار باشد. مي هندسي نقص

 است. شده گرفته نظر در تير كمانشي مود شكل از ضريبي
 )25( رابطه از مسئله در هندسي نقص اعمال براي

   ].16[ است شده استفاده

)25(   0
1

W 1 cos 2
2
W s l  

 نمودن وارد براي .است هندسي نقص دامنه W0 نآ در كه
 كه اين به توجه با و استاتيكي معادلات در هندسي نقص

 روابط بودن خطي فرض تير، بزرگ شكل تغيير از قبل
  است. شده استفاده )27( و )26( معادلات از است صادق

)26(  0
W

2 s

 
 


 

)27(  
2

0
2

W

s s

 
 

 
 

  
ــي -5-1 ــت بررس ــانس دق ــاي فرك ــي ه ــر طبيع  تي

  دار ترك شده كمانه

 تير طبيعي هاي فركانس درستي از اطمينان براي
 پژوهش عددي روش از آمده دست به دار ترك  شده كمانه
 از حاصل نتايج با اول طبيعي فركانس چهار حاضر،

 براي شوند. مي مقايسه ANSYS محدود اجزاء افزار نرم
 استفاده 1 جدول مكانيكي مشخصات با تيري از مقايسه

  است. شده
  

  تير مكانيكي مشخصات و ابعاد - 1 جدول

  طول
(mm)

  
 عرض

(mm)
  

 ضخامت
(mm)

  
چگالي

 
(Kg/m3)

  

 مدول
 يانگ

(GPa)  

 ضريب
  پواسون

1000 25  10  7800  200  3/0  
 

 شده گرفته نظر در تير وسط در 25/0 بعد بي عمق به ترك
 براي باشد. مي 001/0 نيز هندسي نقص دامنه است.
 500 از ANSYS افزار نرم در دار ترك تير سازي مدل
 ترك همچنين، است. شده استفاده BEAM189 المان

  است. شده مدل ترك، محل در تير ارتفاع كاهش صورت به

 ضرايب متفاوت مقادير براي را مقايسه اين نتايج 2 جدول
 مشاهده جدول اين به توجه با دهد. مي نشان بحراني بار
 نتايج به نسبت حاضر پژوهش نتايج كه گردد مي

ANSYS باشند. مي قبولي قابل دقت داراي  
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ــاثير -5-2 ــاط ت ــت نق ــاگون دق ــر گون ــي ب  همگراي
  طبيعي هاي فركانس

 طبيعي هاي فركانس همگرايي بر دقت نقاط نوع و تعداد
 3 و 2 هاي شكل گذارد. مي تاثير دار ترك شده كمانه تير

 چبيشف -لوباتو - گوس و لژاندر چبيشف، دقت نقاط تاثير
 نشان دوم و اول طبيعي هاي فركانس همگرايي بر را

 25/0 نسبي عمق با و تير وسط در ترك دهند. مي
 بحراني بار برابر 2/1 بار تحت تير است. شده گرفته نظر در
 مشاهده ها شكل اين در كه طور همان باشد. مي سالم تير
 از چبيشف - لوباتو - گوس دقت نقاط همگرايي شود، مي

 است. بهتر ديگر دقت نقاط ساير

 
  دار ترك شده كمانه تير طبيعي هاي فركانس - 2 جدول

  6/1  4/1  2/1  بحراني بار ضريب

  (هرتز) اول فركانس
  245/200  879/193  374/183 حاضرپژوهش

ANSYS  320/183  840/193  680/200  
  216/0  020/0  029/0  نسبي خطاي درصد

  (هرتز) دوم فركانس
  759/63  904/81  424/96  حاضر پژوهش

ANSYS  240/96 164/82  599/64  
  300/1  316/0 191/0 نسبيخطايدرصد

  (هرتز) سوم فركانس
  116/348  894/386  113/450  حاضر پژوهش

ANSYS  780/451  740/387  580/348  
  133/0  218/0 368/0 نسبيخطايدرصد

  (هرتز) چهارم فركانس
  566/203  760/214  315/257  حاضر پژوهش

ANSYS  480/259  870/215  330/203  
  116/0  514/0 834/0 نسبيخطايدرصد

  
 نيز چهارم و سوم طبيعي هاي فركانس براي نتايج اين
 دقت نقاط اين از ادامه در بنابراين اند. آمده دست به

   گردد. مي استفاده
 

 
 اول طبيعي فركانس همگرايي در دقت نقاط تاثير -2 شكل

  

 هاي فركانس همگرايي بر دقت نقاط تعداد تاثير ادامه در
 ترك متفاوت نسبي هاي مكان براي شده كمانه تير طبيعي
 را دقت نقاط تعداد تاثير 5 و 4 هاي شكل شود. مي بررسي

 شده كمانه تير دوم و اول طبيعي هاي فركانس همگرايي بر
 باشد. مي 5/0 ترك نسبي عمق دهند. مي نشان دار ترك
 باشد. مي سالم تير بحراني بار برابر 2/1 بار تحت تير

 
  دوم طبيعي فركانس همگرايي در دقت نقاط تاثير -3 شكل
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 هاي مكان براي اول فركانس كه است مشخص 4 شكل از
0.1CL ترك نسبي  ، 0.3CL  0.5 وCL  ترتيب به 

 توجه با است.  شده همگرا دقت نقطه 15 و 21 ،31 از عدب
 هاي مكان همين براي دوم طبيعي فركانس 5 شكل به

 همگرا دقت نقطه 11 و 21 ،25 با ترتيب به ترك نسبي
 طبيعي هاي فركانس براي نتايج اين مشابه است. شده
 پژوهش اين در بنابراين اند. آمده دست به نيز چهارم و سوم

 ها شكل  اين به توجه با گردد. مي استفاده دقت نقطه 31 از
 تر نزديك تير وسط به ترك محل چه هر كه است مشخص

 دست به كمتري نقاط تعداد با مسئله همگرايي شود مي
 آيد. مي

 
  اول فركانس همگرايي در دقت نقاط تعداد تاثير -4 شكل

 

 
  دوم فركانس همگرايي در دقت نقاط تعداد تاثير -5 شكل

  
  بار افزايش با طبيعي هاي فركانس تغييرات-5-3

 را دار ترك تير اول طبيعي فركانس چهار تغييرات 6 شكل
 نسبي عمق و وسط در ترك دهد. مي نشان بار افزايش با

 مشخص شكل به توجه با است. شده گرفته نظر در 25/0 آن
 تير، در بزرگ شكل تغيير ايجاد از قبل كه است

 با سازه استحكام كاهش دليل به طبيعي هاي فركانس
 ايجاد با و كمانش از پس يابند. مي كاهش بار افزايش
 شكل با متناظر هاي فركانس ،تير در بزرگ شكل تغيير

 شكل با متناظر هاي فركانس و يافته افزايش فرد مودهاي
 شكل تغيير وقوع از بعد يابند. مي كاهش زوج مودهاي
 پتانسيل انرژي شدن افزوده دليل به بار افزايش با بزرگ
 چهارم تا دوم طبيعي هاي فركانس آن، شدن ناپايدار و تير

 تير خميدگي ميزان به كه اول فركانس و يافته كاهش
 خميدگي) (افزايش بار شدن اضافه با باشد مي حساس
 و 9687/0 ،9356/0 بارهاي در همچنين يابد. مي افزايش
 بين ترتيب به سالم تير بحراني بار برابر 5630/1

 و اول و چهارم و سوم دوم، و اول طبيعي هاي فركانس
  افتد. مي اتفاق تشديد چهارم

  
  بار افزايش با اول طبيعي فركانس چهار تغييرات - 6 شكل

  
 و مكـان  تغييـر  اثـر  در طبيعـي  فركانس تغييرات -5-4

  ترك نسبي عمق

 چهار بر ترك نسبي عمق و مكان تغيير تاثير بخش اين در
 بررسي دار ترك شده كمانه تير اول طبيعي فركانس

 تير اول طبيعي فركانس تغييرات 7 شكل در گردد. مي
 هاي عمق براي ترك نسبي مكان تغييرات با شده كمانه
  است. شده بررسي متفاوت نسبي
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 نسبي مكان حسب بر اول فركانس تغييرات -7 شكل

  
 باشد. مي سالم تير بحراني بار برابر 2/1 بار تحت تير 

 ترك عمق افزايش با است مشخص شكل از كه همانگونه
 طبيعي فركانس و يافته بيشتري كاهش تير سختي ميزان

 بين تير خمشي گشتاور تغييرات دليل هب د.شو مي كم
 در ترك اثر تير وسط و انتها دو در خود بيشينه مقدار
 نيروي كه جا آن از است. متفاوت مختلف هاي محل

 نسبي عمق افزايش با باشد، مي ثابت تير بر وارد محوري
 آن انتهايي شدگي كوتاه بر يافته، كاهش آن سختي ترك

 قرار با بنابراين، شود. مي خميده بيشتر و شده افزوده
 طبيعي هاي فركانس تير، از نقاطي در ترك محل گرفتن

 افزايش آن سالم حالت به نسبت دار ترك شده كمانه تير
 اين در است. شده بررسي 8 شكل در اثر اين يابد. مي

 تغييرات حسب بر اول طبيعي فركانس تغييرات شكل
 ترك متفاوت هاي عمق براي بعد بي انتهايي شدگي كوتاه
 براي كه است مشخص شكل به توجه با است. شده رسم
 مقدار ترك عمق افزايش با مشخص، شدگي كوتاه يك

 تير طبيعي فركانس به نسبت دار ترك تير طبيعي فركانس
 سازه استحكام كاهش امر اين دليل يابد. مي كاهش سالم
 علاوه است. ترك وجود خاطر به تير نرمي افزايش بدليل

 افزايش شود مي ديده شكل از كه گونه همان اين، بر
 طبيعي فركانس ازدياد سبب تير انتهايي شدگي كوتاه
  گردد. مي
  

  
  انتهايي شدگي كوتاه حسب بر اول فركانس تغييرات -8 شكل

  
 را داري ترك و سالم سرگيردار دو تير كمانش پس 9 شكل
   باشد. مي آن وسط در ترك كه دهد مي نشان

  
  دار ترك و سالم گيردار دوسر تير كمانش پس -9 شكل

  
 شدگي كوتاه با تير دو براي شود مي مشاهده كهطور همان

 اين كه است بيشتر دار ترك تير يدگيخم يكسان، انتهايي
 (شكل گردد مي تير اول طبيعي فركانس افزايش سبب امر
 افزايش اين است مشخص 8 شكل در كه طور همان اما ).6

 دليل به طبيعي فركانس كاهش جبران به قادر فركانس
 اثر اينجا در ديگر بيان به باشد. نمي تير در ترك وجود
 دليل همين به و است بيشتر تير خميدگي به نسبت ترك
 فركانس به نسبت دار ترك تير اول طبيعي فركانس مقدار
   يابد. مي كاهش سالم تير اول

 تير اول مود شكل به مربوط آزاد ارتعاش و تعادل حالت
 10 شكل در 25/0 عمق به و وسط در تركي با شده كمانه
  .است شده داده نشان
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 طبيعي فركانس براي آزاد ارتعاش و تعادل حالت -10 شكل

  اول
 

 را دار ترك شده كمانه تير دوم فركانس تغييرات 11 شكل
   دهد. مي نشان ترك نسبي مكان تغييرات حسب بر
  

  
  نسبي مكان حسب بر دوم فركانس تغييرات -11 شكل

  
 افزايش با شده كمانه تير دوم طبيعي فركانس تغييرات 

 .است شده داده نشان 12 شكل در انتهايي شدگي كوتاه
 شدگي كوتاه يك براي كه است مشخص شكل به توجه با

 فركانس به نسبت دار ترك تير طبيعي فركانس مشخص،
 خاطر بدان امر اين كه يابد مي افزايش سالم تير عييطب

 تير بر وارده بار از كمتر دار ترك تير بر وارده بار كه است
 سالم تير به نسبت دار ترك تير نتيجه در و بوده سالم

 با كه گردد مي مشاهده اما ).6 (شكل گردد مي پايدارتر
 فركانس مقدار و گشته غالب ترك اثر ،شدگي كوتاه افزايش
 طبيعي فركانس مقدار به نزديك دار ترك تير دوم طبيعي

  گردد. مي سالم تير

  
  انتهايي شدگي كوتاه حسب بر دوم فركانس تغييرات -12 شكل

  
 فركانس به مربوط آزاد ارتعاش و تعادل حالت 13 شكل

 عمق به و وسط در تركي با شده كمانه تير دوم طبيعي
 كه است مشخص شكل به توجه با دهد. مي نشان را 25/0

  دارد. گره يك دوم، مود شكل
  

  
  دوم طبيعي فركانس در آزاد ارتعاش و تعادل حالت -13 شكل

  
 را دار ترك شده كمانه تير سوم فركانس تغييرات 14 شكل

 حالت دهند. مي نشان ترك نسبي مكان تغييرات حسب بر
 تير سوم طبيعي فركانس به مربوط آزاد ارتعاش و تعادل
 15 شكل در 25/0 عمق به و وسط در تركي با شده كمانه
 كلش شود، مي ديده كه گونه همان .است شده داده نشان
   .است گره چهار داراي سوم مود
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  نسبي مكان حسب بر سوم فركانس تغييرات -14 شكل

 

  
  سوم طبيعي فركانس در آزاد ارتعاش و تعادل حالت -15 شكل

  
 دار ترك شده كمانه تير چهارم فركانس تغييرات 16 شكل

   دهد. مي نشان ترك نسبي مكان تغييرات حسب بر را
  

  
  نسبي مكان حسب بر چهارم فركانس تغييرات - 16 شكل

  

 فركانس به مربوط آزاد ارتعاش و تعادل حالت 17 شكل
 عمق به و وسط در تركي با شده كمانه تير چهارم طبيعي

 است مشخص 17 شكل به توجه با دهد. مي نشان را 25/0
 تغييرات ادامه در دارد. گره سه چهارم، مود شكل كه

 حسب بر دار ترك شده كمانه تير طبيعي هاي فركانس
 ترك متفاوت نسبي هاي مكان براي نسبي عمق تغييرات
  شوند. مي بررسي
 در ،تير اول فركانس چهار براي را تغييرات اين 18 شكل
 ،باشد مي سالم تير بحراني بار برابر 2/1 بار تحت كه حالتي
 .دهد مي نشان

  
 طبيعي فركانس در آزاد ارتعاش و تعادل حالت -17 شكل

  چهارم
  
 تقارن، وجود دليل به كه شود مي ديده الف -18 شكل از

0.4CL ترك هاي مكان به مربوط منحني  و 
0.6CL  مشاهده همچنين هستند. منطبق يكديگر بر 
 ترك عمق شدن افزوده با طبيعي فركانس كه گردد مي

0.1CL ترك هاي مكان براي ، 0.4CL  0.6 وCL  
0.2CL هاي مكان براي و افزايش  0.5 وCL  كاهش 

0.3CL ترك نسبي مكان براي يابد. مي  عمق افزايش 
 اثر بي تقريبا طبيعي فركانس تغييرات بر آن نسبي
 فركانس سه براي توان مي را تغييرات اين مشابه باشد. مي

 مشاهده د - 18 و ج - 18 ب، - 18 هاي شكل در ديگر
   نمود.
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 گيري نتيجه -6

 گرديـد.  بررسـي  دار تـرك  شـده  كمانـه  تيـر  آزاد ارتعاشات
ــراي ــدل ب ــازي م ــرك س ــر از ت ــي فن ــدون خط ــرم ب  ج

 گرفتــه نظــر در اي لبــه و بــاز صــورت بــه تــرك و اســتفاده
 ،شـده  كمانـه  تيـر  آزاد ارتعاشـات  بررسـي  منظـور  بـه  شد.

ــر ــه تيـ ــمت دو بـ ــيم قسـ ــده تقسـ ــادلات از و شـ  معـ
 گرديــد. اســتفاده مماســي مختصــات در ديفرانســيل

 آزاد ارتعاشـات  حركـت  دامنـه  بـودن  كوچـك  بـه  توجه با
ــر ــبت تي ــه نس ــه ب ــت دامن ــتاتيكي، حرك ــادلات اس  مع

ــراي شــدند. خطــي ارتعاشــي ــادلات دســتگاه حــل ب  مع
ــيل ــر ديفرانس ــي غي ــتاتيكي خط ــن ،اس ــادلات اي ــا مع  ب

 ســـپس ،شـــده گسســـته ديفرانســـيلي كوادراتـــور روش
ــتگاه ــادلات دس ــري مع ــر جب ــي غي ــا خط ــتفاده ب  از اس

 دســتگاه حــل بــراي شــد. حــل قــوس طــول روش
 معــادلات ،شــده خطــي ارتعاشــي ديفرانســيل معــادلات

 ســپس و شــده گسســته ديفرانســيلي كوادراتــور روش بــا
 در اســتاتيكي معــادلات حــل از آمــده دســت بــه مقــادير
 گـذاري  جـاي  دينـاميكي  شـده  گسسـته  معادلات دستگاه

ــد. ــا ش ــل ب ــئله ح ــدار مس ــژه مق ــه وي ــت ب ــده دس  آم
 مودهـاي  شـكل  و دار تـرك  شـده  كمانـه  تير هاي فركانس
 دسـت  بـه  نتـايج  مقايسـه  آمدنـد.  دسـت  بـه  آن با متناظر
 دقـت  دهنـده  نشـان  محـدود  اجـزا  روش نتـايج  بـا  آمده
 مزايـاي  ديگـر  از باشـد.  مـي  شـده  ارائه روش خوب بسيار
 و كـم  دقـت  نقـاط  تعـداد  بـا  همگرايـي  شـده  ارائه روش
 باشد. مي كم محاسباتي زمان

 و ترك نسبي عمق افزايش و بار افزايش اثر همچنين،
 و گشته بررسي طبيعي هاي فركانس بر آن محل تغيير

 هاي فركانس بين كمانش پس در كه گرديد مشاهده
  افتد. مي اتفاق تشديد پديده سيستم طبيعي

   
  )ب(  )الف(

   
  )د(  )ج(

 د) سوم، فركانس ج) دوم، فركانس ب) اول، فركانس الف) نسبي. عمق حسب بر دار ترك تير طبيعي هاي فركانس تغييرات -18 شكل
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