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 چکیده  اطلاعات مقاله

 

 

 
مسللاما  ئ آنللازیز سللازی مللدلتحلیللا زوزئومتمیکولل  ولل  رئ  دللددی  دوللد در    

گللزو   زی نلله دنللدزر دئر بیتزنللد  للای در آونللدهزنیظللار مللی رئد  کللهمهندسللی زسلل  

ززمللار گللکدد  ی بللدئر هللا رئ ی دللددی میللدزئل نظیللک ز للززی محللدئد ئ  هللا رئ 

هندسله در   سلازی  ملدل نکبز زس  که زول  زملک بادلد شلده تلا       فنائری زساس زو  رئ 

ی دلددی ئ لتد ا لا    هلا  رئ در  هلک دنلد کله    ،صترت پلیوکد  بدئر تقکوبزو  رئ  

تلن    هلا  آرنقلایی کله در    ولافی  ر تقکوب تابع مجهتل زمکی ز ینلا  ناپلیوک زسل      د

آمللده زز تحلیللا زوزئومتمیکولل  زز ا للای کمیللکی نسللق  بلله سللاوک نقللا     دسلل  بلله

شلتد کله زول      زثقلات ملی   در زول  مقازله    باشلد، متولتا زول  پل ئه  زسل      بکاتردزر 

 هلا  آرباشلند ئ محلا    بله رئ  گلتس ملی    گیلکی  زنیگلکزل همار نقلا    بهینه تن نقا  

با تت ه به مکتقه تتزبع شللا نکبلز، من قلر بلک للدزدا تنلدزد نقلا  ملترد نیلاز  هل            

بللا زسللی اده زز زولل    بلله رئ  گللتس در تحلیللا زوزئومتمیکولل  زسلل    گیللکی زنیگللکزل

 هل  بلکآئرد   کله   شلتد  ملی تشللیا   وافیله  بهقلتد بکزی هک متز ه تن  و  س ح  نقا 

منظلتر بکرسلی کلارزوی زول       بله   میکو  مترد زسلی اده دلکزر گکفیله زسل     ا ای زوزئومت

 پکدزایله شلده   دزرزی للا تحلیللی   سله مالال نمتنله    سلازی  ملدل  نقا  بهینه تن  به 

در زول  پل ئه  صلح  ئ لتد زول  نقلا  بهینله تلن  رز          آملده زز  دس  به نیاوجزس   

در تحلیلا  تس دلددی بله رئ  گل    گیلکی  زنیگلکزل محا لدزدا نقا  مترد نیلاز  هل    

   نشار می دهندزوزئومتمیکو  

 

 واژگان كلیدي:

 ،تحلیا زوزئومتمیکو 

 ،نقا  بهینه تن 

 وافیه، بهقتدتن  

 ،بکآئرد ا ا

  تلنی  نکبز

 

 

 

 

 

 

 1مقدمه -1

ی بسیاری بکزی تحلیا مساوا ها رئ های گیشیه  در دهه

 ها آرمهندسی زرزوه شده زس  که بکای زز مشهترتکو  

زی زز  رئ  ت اوا محدئد، رئ  ز ززی محدئد ئ دسیه

ی بدئر شقله می باشند  زگک ده ها رئ با دنتزر  ها رئ 

در پی ولدوگک ئ با هدف تتزنمندتک نمتدر ئ  ها رئ زو  

                                                 
 ahmad.ganjali@yahoo.com* پس  ززلیکئنی  نتوسنده مسئتل: 

  دزنشگاه فکدئسی مشهد  ،یدزنشلده مهندسی ملان ،زسیاد  1

ئزلد شاهکئد، گکئه  ،یدزنشگاه آززد زسلام ،یدزنشلده مهندس ،اروزسیاد  2

  کزرودمکزر، شاهکئد، ز

زند، زما  ه شدهی پی  زز اتد زرزوها رئ رفع مشللات 

رز کاما ئ  که بیتزر آر اف ورز  یرئش تتزر ینمهنتز هم 

 تتزر ینتزدص ئ مشللات م  و  زز  مله زدیبدئر نقص نام

هندسه  یبه ونف در تتزید ددیر شلا مساوا دزرز

مساما با تغییکزت  ریدد سازی مدلپیچیده، ونف در 

ملکر شقله  زیدشدود در اتزص مصازح ئ نیز نیاز به تت

در بکای مساما، نظیک مساملی که در داردت   ها ززمار

سازی شلا سازه،  شتند ئ وا مساما بهینه لاگکزن ی لا می

 زشاره نمتد 
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 در    ی مت تدها رئ مشللات ئ بهقتد  زو  بک غلقه بکزی

 زسپلاو  پاوه تتزبع زز زسی ادهمهندسی،  تحلیا مساما

زئزی   محدئد ز ززی در زسی اده مترد شلا تتزبع  ای به

 2هتزیگ ئ 1گاراتتسط ک 2004 تا 1998 های سال بار در

 زز زسی اده با زوده زو  2005 سال [  در3-1منکفی شد ]

 زز ( که3ولنتزا  غیکهای نسقی زسپلاو  -بی (نکبز  تتزبع

 تلاما 4آوند تتسط هیتز می دس  به زسپلاو  تتزبع تتسنه

[  زساس 4] گکف  نام زوزئومتمیکو  تحلیا رئ  ئ واف 

 5کم  رزوانه بههای یکزلی  زو  رئ  رز زسی اده زز فنائری

های زایک در زمینه گکزفی  کامپیتتکی تشلیا  ئ پیشکف 

دهد  در زو  رئ  وم  زسی اده زز اتزص تتزبع پاوه  می

ها، س تح ئ  زسپلاو  ئ نکبز در تنکوف ددیر منحنی

ز زلجام، همانند تتزبع شلا در رئ  ز ززی محدئد، ز

شتد   سازی هم زسی اده می تقکوبوابی ئ   ه  درئر ها آر

در دند سال زایک، رئ  زوزئومتمیکو  به سکد  در 

های مخیل ی همچتر دونامی  سیالات، ملانی   زمینه

ها ئ وا ززلیکئمغناییس تتسنه دزده شده زس    سازه

همچنی  در زو  زمینه و  کیا  به داپ رسیده زس  که 

 ].5[ تتزر به آر مکز نه ککد ک میبکزی م ازنه بیشی

رئد ئ  شمار می بههای دددی  تحلیاا ا بخ   دزنشدنی 

همتزره بادد نگکزنی محققی  در دابلی  زدیماد نیاوج بتده 

ی بکآئرد ا ا در دئ دسیة ها رئ زس   در لاز  کلی 

زی  بادیماندهی ها رئ ی بازواف  تن  )گکزدوار( ئ ها رئ 

 ی اده زز رئ  بازواف  تن  در  زس[6] گیکند دکزر می

زئزی  بار تتسط لسنی ئ  6(SRI) زوزومتمیکو  تحلیا

 SRI  زساس رئ  ]7[ هملارزر مترد زسی اده دکزر گکف 

ااصی  فتق همگکزوی تن  در نقا  زز  بکگکفیه

صترت  به  در تحقیر لاوک ]7[ گتسی زس  گیکی زنیگکزل

تحلیا شتد که دکز نقا  گتس در  رواوی زثقات می

همچنی  در   باشند میزو  ئو گی دزرزی  زوزئومتمیکو 

                                                 
1 Kagan 
2 Hollig 
3 Non-Uniform Rational B-splines(NURBS) 
4 Hughes 
5 CAD(Computer Aided Design) 
6 Stress Recovery in Isogeometric analysis(SRI)  

زو  تحقیر ملار نقا  بهینه تن  با تت ه به مکتقه تتزبع 

شلا مترد زسی اده در تحلیا زوزئومتمیکو  مترد بکرسی 

نمتنه ماال سه ، به لا دو  منظترب  دکزر گکفیه زس 

ئ نکم ا ای زنکوی  دزرزی لا تحلیلی پکدزایه شده زس 

دیر ئ تقکوقی کا دزمنه با دهار، نه، شانزده، بیس  پنج د

تیک دئسک   محاسقه شده زس ئ سی ش  نق ه گتسی 

زی شلا ئ ص حه  هم صا تح  بار گسیکده، تیک یکه دزوک

سه ماال لا شده در  فشاری میمککز بار زی تح  دزوکه

س ح تن   شااص تاثیک ئ مقاوسه باشند  زو  پ ئه  می

آمده زز رئ  زوزئومتمیکو  ئ س ح تن   دس  به

بکزی سه ماال لا شده با س ح تن  ددیر  ،وافیه بهقتد

د که در رئ  زوزئومتمیکو  نده نشار میدر زو  پ ئه  

دنتزر نقا  فتق همگکز در تتزید  بهتتزر زز نقا  گتسی  می

ملار همچنی  ؛ زسی اده نمتد وافیه بهقتدو  س ح تن  

ه مکتقه تتزبع شلا مترد زسی اده در با تت ه بزو  نقا ، 

من قر بک لدزدا تندزد نقا  مترد تحلیا زوزئومتمیکو ، 

 باشد  میدددی به رئ  گتس  گیکی زنیگکزلنیاز  ه  

 

 اسپلاين و نربز  -بیهاي  منحنی  -2

یتر الاصه ئ در لد نیاز، به منکفی  بهدر زو  بخ  

شتد   زسپلاو  ئ نکبز پکدزایه می -ها ئ س تح بی منحنی

پیشنهاد  ]9ئ  8[بکزی آشناوی بیشیک، مکز نه به مکز ع 

 شتد  می

ها  زسپلاو  -شتند  بی ها ساایه می زسپلاو  -نکبزها زز بی

7در و  فضای پارزمیکی )نالیه(
شتند  نتزلی  تنکوف می 

سازی شده رز به دندو  زوک دزمنه  ی مدلدزمنهمیکتر 

8کنند  و  بکدزر گکهی تقسیم می
در فضای پارزمیکی  

صترت زوک تشلیا  بهبندی زز و  سکی مخیصات  و 

 :[9]شتد  می

(1)  , ,..., ,
1 2 1 1

1,2,..., 1

n p i i

i n p

      
  

  

 

که در آر
i
  ، ‘i’ ،زمُی  گکهp زی ئ   ملهدند  در هn 

                                                 
7 Patch 
8 Knot Vector 
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شمار  بهزسپلاو   -دهنده بی تشلیاتندزد تتزبع شلا 

زی ئ تد دزرد، ئزی رئد  زنتزا مخیل ی زز بکدزرهای گکه می

نام  زی بهدر زو  بحد فقط زز نتا ااصی زز بکدزرهای گکه

کنیم  زو   ( زسی اده می2)وا باز 1زی نامینائ بکدزرهای گکه

 شتند: نتا بکدزرها به شلا زوک نشار دزده می

(2) 
1 1

1 1

,..., , ,..., , ,...,p m p

p p

a a b b   

 

  
   

  

 

 p زسپلاو  زز در ه زمُی  تابع پاوه زی بی ’i‘در زو  صترت 

که با  (p+1)مکتقه  ,
N

i p
 صترت بهشتد  نشار دزده می 

 :[9]شتد  زوک تنکوف می

(3)  
1

1
,0 0

if
i iN

i otherwise

  


   


 

     
1

, , 1 1, 1
1 1 1

i piN N N
i p i p i p

i i i p i

  
  

   

  
 

   
   

 pزسپلاو  زز در ه -تناروف بالا، منحنی بیبا زسی اده زز 

 :[9]شتد  صترت زوک تنکوف میبه

(4)    ,

0

n

i p i

i

C N P a b  


    

 C ξ زس  که در  3زیزی د نهو  منحنی دند  مله

آر  iP  نقا  کنیکزی ئ  ,i pN  زی بیتتزبع پاوه- 

 صترت بهزی نامینائبی زسپلاو  هسیند که رئی بکدزر گکه 

0a( با فکض2رزب ه )  1ئb  شتند  زگک تنکوف میp

1nدر ه تتزبع پاوه،    1تندزد نقا  کنیکزی ئm  

1mتتزر رزب ه  می گاه آرها باشند،  تندزد گکه n p   

 نتش   ها آررز بکزی 

صترت زوک تنکوف زسپلاو  به -یکز مشابهی س تح بی به

 :[9]شتد  می

(5)      , , ,

0 0

,
n m

i p j q i j

i j

S N N P   
 

  

 که در آر:

(6) 

1 1

1 1

0,...,0, ,..., ,1,...,1 ;p r p

p p

   

 

  
   

  

 

1 1

1 1

0,...,0, ,..., ,1,...,1q s q

q q

   

 

  
  
  

H  

                                                 
1 Nonperiodic knot vector 
2 Open 
3 Piecewise polynomial curve 

1rدزرزی زی یتری که بکدزر گکه به  گکه ئH  دزرزی

1s  باشد گکه می. 

صترت زوک تنکوف به pیو  منحنی نکبز زز در ه

 شتد: می

(7)  
 

 

,

0

,

0

n

i p i i

i

n

i p i

i

N w P

C a b

N w



 







  



 

که در آر iP ،نقا  کنیکزی iw ها ئ ئزر  ,i pN  

رئی  بککه  هسیند، pیزسپلاو  زز در ه -زی بیتتزبع پاوه

 ( تنکوف شده زند 2صترت رزب ه )زی بهبکدزر گکه

، pیزز در ه ئ در نهاو ، و  س ح نکبز که در  ه  

صترت زوک تنکوف باشد، به qی زز در ه ئ در  ه  

 :[9]شتد  می

(8)  
   

   

, , , ,

0 0

, , ,

0 0

, 0 , 1

n m

i p j q i j i j

i j

n m

i p j q i j

i j

N N w P

S

N N w

 

   

 

 

 

  





 

در دقارت فتق ,i jP باشد که  ی نقا  کنیکزی میشقله

در دئ  ه  تنکوف شده زس   همچنی  ,i jw ها ئ  ئزر

  ,i pN   ئ  ,j qN  زسپلاو   -زی بیتتزبع پاوه

( 6صترت رزب ه )زی بههای گکه رئی بکدزر بکهسیند که 

زی نسقی ( زگک تتزبع پاوه8) در رزب ه .زند شدهتنکوف 

 صترت زوک تنکوف کنیم:زی رز به د نه

(9)  
   

   

, , ,

,

, , ,

0 0

,
i p j q i j

i j n m

k p l q k l

k l

N N w
R

N N w

 
 

 
 




 

 اتزهیم دزش :

(10)    , ,

0 0

, ,
n m

i j i j

i j

S R P   
 

  

دس  نقا  کنیکزی ئ س ح نکبز به یشقله 1در شلا 

 شتد  آمده زز آر با تتزبع پاوه در ه دئ مشاهده می

 
شقله نقا  کنیکزی ئ س ح نکبز مکبت  به آر با تتزبع  -1شلا 

   پاوه در ه دئ
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بنوودي لحلیووز ايزوژر م ريوو      فرموو    -3

 مسارز لنش و كرنش مسطح

 در زو  بخ   ه  آشناوی بیشیک با رئ  زوزئومتمیکو 

تشکوح رئزبط زو  رئ  در تحلیا مساما یتر مخیصک به  به

   شتد میتن  ئ ککن  مس ح پکدزایه 

کلی در رئ  زوزئومتمیکو ، مقدزر مجهتل مسئله یتربه

 ه   ملار تغییکی یتر ماال متز ه بهدر لاز  دئبندی، )

x )شتد که  و  س ح نکبز، یتری تنیی  می دنتزر به

، زرت اا س ح تشلیا شده زز تکزز مقنا در هک نق ه زز دزمنه

ی مقدزر مجهتل مسئله در آر ملار باشد  در کننده بیار

مساما تن  ئ ککن  مس ح، زگک نقا  کنیکزی رز به 

های زئل ئ دئم مخیصات  زنیخا  کنیم که متز هزی  گتنه

x,)زو   نقا ،  yP P) بیتزنند هندسه مسئله رز در ص حه ،

xy ستم مخیصات  یبکآئرد کنند، در زو  صترت متز ه

بی  زو   وابی درئرکنیم که  زو  نقا  رز یتری محاسقه می

 ملار تغییکی دهنده نشارزی نکبز نقا  به ئسیله تتزبع پاوه

دزد که زی تشلیا تتزر رئوه آر نق ه باشد  در لقیق  می

ی هندسه مسئله دهنده نشار xyی تصتوک آر رئی ص حه

 xyئ زرت اا رئوه در هک نق ه نسق  به ص حه 

آر نق ه باشد  بنابکزو  زگک  ملار تغییکی دهنده نشار

نشار  vئ uتکتیب با  بهرز  yئ  xدر  ه   ملار تغییک

هک نق ه در دزاا زوک دزمنه  ملار تغییکتتزر  دهیم، می

صترت زوک زز رئی نقا  کنیکزی مکبت  ( رز به1نکبز )نالیه

 ککد  وابی درئر

(11) 
 

 

 

 

, ,

1 1

, ,

1 1

,
,

,
,

n m

i j u i j

i j

n m

i j v i j

i j

R
u x y

v x y
R

 

 

 

 

 
     

     
    

 
 





P

u u

P

 

i,ی بالادر رزب ه jP های ستم  گک بکدزر متز ه ها نماو

i,، )مخیصات مجهتل( مخیصات نقا  کنیکزی نکبز jR 

در  تندزد نقا  کنیکزی nئ   mزی نکبز ئتتزبع پاوه

 باشند  می yئ  xهای   ه 

 مشابه رئ  ز ززی محدئد، در رئ  زوزئومتمیکو  نیز

                                                 
1
 Patch 

های  زی با تن زرزسازی زسیاتیلی نیکئهای گکه همبکزی 

مکزی ئ بارهای گسیکده ئ نهاویاً محاسقه ماتکوس سخیی 

لدزدا ئ وا رئ   مجازی ملار تغییکرئ   ززتتزر  می

نمتد ئ با زسی اده زز آر به زسی اده  ککدر تابع پیانسیا

 ملار تغییکمحاسقه مخیصات مجهتل نقا  کنیکزی 

  :شزو  زساس م ابر زوک اتزهیم دز بکپکدزا   

(12) KU F  

 U)ماتکوس سخیی(، ماتکوس وکزوب Kکه در آر

 Fمجهتلات مسئله )مخیصة ستم نقا  کنیکزی( ئ 

صترت باشند که به دزمنه مینیکئهای اار ی ئزرد بک زوک

 شتند: زوک تنکوف می

(13) T

V
dv K B DB  

(14) T T

V
dV d


   F R b R t  

نیکئهای  b،اتزص مصازح سوماتک Dدر رئزبط بالا 

 Bتتزبع پاوه نکبز ئ  R،  3نیکئهای س حی t،  2کازقدی

  باشند میماتکوس مشیر تتزبع پاوه نکبز 

زنیگکزل ماتکوس سخیی در مساما دئ بندی ی محاسقه

با زسی اده زز ززمار س حی نکبز  تن  ئ ککن  مس ح

تتزر زنیگکزل ماتکوس سخیی  بنابکزو  می پیوک زس  زملار

 زوک نتش : صترت بهدزمنه نکبز رز بکزی هک زوک

(15)    , ,
patch

T

patch d   


 K B DB  

لا دددی زنیگکزل فتق با زسی اده زز رئ  گتس در 

  شتد مینهاو  منجک به منادزه زوک 

(16)     1 2

1 1

, , det det .
m n

T

patch i j

j i

r s r s w w
 

K B DB J J  

در هک  sئ  rتندزد نقا  گتس در  ه   nئ  mکه در آر 

i. ،ززمار jw w ئزر نقا  گتس،
1det J ماتکوس دتکمینار

)فضای فیزولی  yئ xتقدوا مخیصات زز وزکتبی 

)فضای پارزمیکی نکبز( ئ ئمسئله( به 
2det J  دتکمینار

)فضای  ئماتکوس وزکتبی  تقدوا مخیصات زز 

( گیکی زنیگکزل)فضای پارزمیکی  sئ   rپارزمیکی نکبز( به

  باشد می

لازم به ذکک زس  که در تحلیا زوزئومتمیکو  لدزدا 

                                                 
2 Body forces 
3 Traction forces 
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   گتس در رئ  زوزئومتمیکو  گیکی زنیگکزلنقا   -2شلا 

 

دددی به رئ   گیکی زنیگکزلتندزد نقا  مترد نیاز  ه  

گتس با تت ه به مکتقه تتزبع شلا زز مترد مشابه آر در 

 یفضا 2[  در شلا 10محدئد بیشیک زس  ] ز ززی 

 یفضا  یمکبت  به آر ئ همچن یپارزمیک یئ فضا یلوزیف

 شده زس    میززمار نکبز تکس  و  یددد گیکی زنیگکزل

 

    اثبات وج   نقاط فو   همروراي لونش     -4

 گ س گیري ان ررا محز نقاط 

به زو  دزیا زس   گتسفتق همگکز بتدر تن  در نقا  

با  در زو  نقا  آمده زز لا زوزئومتمیکو  دس  بهکه تن  

ککدر تابع پیانسیا(  لدزداتت ه به رزب ه سازی آر )

رئ  لدزدا مکبنات بهیکو   کم  بهمنادل زو  زس  که 

س ح تن  رز زز مقدزر ددیر تن  در نقا  گتسی دقتر 

 دهیم  زثقات زو  متوتا به شکح زوک زس  

منادزه دو کزنسیا مکبت  به و  مسئله زلاسییسییه ا ی 

 :باشد میزوک  صترت بهبا شکزوط مکزی منلتم 

(17) 0T on    Lu b B DBu b  

ک گ دما Bگک دو کزنسیا ا ی،  منکف دما Lکه 

مقدزر  uماتکوس زلاسییسییه ئ  Dدو کزنسیا ککن ، 

 باشد  ( می اوی  ابهمجهتل مسئله )

ککدر  لدزدابه رئ   لا تقکوقی به رئ  زوزئومتمیکو 

در ( 11ی ) زز رزب ه uگیزری مقدزر با  ای تابع پیانسیا،

ککدر آر  لدزدازنکوی پیانسیا ئ  شنال(ل)فان تابن 

می آود  زو  بدزر مننی زس  که مخیصات نقا   دس  به

شتند که تابن  زنکوی  مینحتی محاسقه  به( Pکنیکزی )

سازند  تابن  زنکوی پیانسیا در مساما  لدزداپیانسیا رز 

( در مقدزر ددیر 17زلاسییسییه با تت ه به رزب ه )

 :شتد میزوک بیار  صترت به u  اوی ه اب

(18) 
1

( )
2

T Td d
 

   Bu DBu u b  

ککدر زو  تابن   لدزدادر زدزمه زثقات اتزهد شد که 

زوک  صترت بهکه  *ککدر تابن  لدزدامنادل زس  با 

  شتد میتنکوف 

(19) * 1
( ( )) ( )

2

T d


     B u u DB u u  

به مننی زو  زس  که فاصله بی   *ککدر تابن  لدزدا

)س تح ددیر ئ تقکوقی تن  وننی )DBu DBu 

لدزدا شتد که زو  زمک منجک به دقتر بهیکو  س ح تن  

زز نقا  ددیر تن  منادزه دو کزنسیا لاکم بک مسئله 

  زو  نقا  ددیر شتد میرئ  لدزدا مکبنات  کم  به

( به رئ  دددی 19با تت ه به لا زنیگکزل رزب ه )تن  

تتزر  می نحتی دوگک به  باشند میگتس، همار نقا  گتسی 

در   اوی  ابههای  متز هرئند وافی  که  یتر بیار نمتد زو 

رئ  زوزئومتمیکو  بدو  صترت زس  که و  تابع لدس 

در نظک   اوی  ابهی با در ه مشخص بکزی هک متز ه
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 لدزدائ وکزوب مجهتل آر با زسی اده زز  شتد میگکفیه 

  بدو  شتد میککدر تابع پیانسیا )محدئدو ( محاسقه 

  اوی  ابههای یتر مسیقیم بک متز ه بهصترت محدئدو  

نسق  به تن  که زز مشیر   اوی  ابهزیز  شتد میزدمال 

تک زس   دد  کم  می آود ددیر دس  به  اوی  ابهتابع 

مکتقه تابع  که زو    ولی تن  ناشی زز دئ داما زس

دزیا  بهشتد  میلدسی که بکزی تن  زسی اده 

کمیک   اوی  ابهگیکی، و  در ه زز تتزبع لدس  مشیر

مسیقیم بک آر  یتر بهمحدئدو   که زو زس ؛ ئ دوگک 

زدمال نشده زس   لال لا زنیگکزل به رئ  گتس رزب ه 

ککدر آر، زون تر بیار می کند که  لدزدا( ئ 19)

محدئدویی که بکزی وافی  وکزوب مجهتل متز ه های 

منادل زوجاد محدئدویی بک متز ه  شتد مییی   اوی  ابه

-تن  در نقا  گتسی زس   وننی وکزوب مجهتل متز ه

که تن  لاصا شتند  میمحاسقه نحتی  به  اوی  ابههای 

صله رز نسق  به زز لا تقکوقی در نقا  گتسی کمیکو  فا

لا ددیر مسئله دزشیه باشد  زو  زمک بکزی تن  در نقا  

  شتد میگتسی با تت ه به دئ داما بادد زفززو  دد  

های  متز هرئند وافی  وکزوب مجهتل  که زو ولی 

و  محدئدو  مسیقیم در وافی  تن  زو    اوی  ابه

مکتقه تابع لدس تن   که زو کند ئ دئم  مینقا  زوجاد 

 ولسار زس    اوی  ابهزو  نقا  با مکتقه تابع در 

تابن  ککدر  لدزداکه دگتنه  شتد میدر زدزمه زثقات  

  ککدر لدزدابا* 1منادل زس   بدو  منظتر نمت 

زوک بیار  صترت به uدر مقدزر مشخص تابن  

 شتد  می

(20) 

1
( )

2

1
( ) 0

2

T

T
T

d

d d

 

 



 

  

 



 

B u DBu

Bu DB u u b

 

 تتزر می Dدزیا میقارر بتدر ماتکوس زلاسییسییه  به

 زوک بیار نمتد  صترت به( رز 20رزب ه )

(21) ( ) 0
T

T d d  
 

   B u DBu u b  

                                                 
1 Variation 

د هک مقدزری دزشیه تتزن می uنمت  که زو با تت ه به 

باشد در نییجه u u  صترت  گیکوم، در زو  میدر نظک

 اتزهیم دزش :

(22) ( ) 0
T

T d d
 

  Bu DBu u b  

( ئ با تت ه به 18( زز رزب ة )22با کم ککدر رزب ه )

 اتزهیم دزش : Dمیقارر بتدر ماتکوس 

(23) 

1
( ( )) ( )

2

1
( ) 0

2

T

T

d

d





    







B u u DB u u

Bu DBu

 

( اتزهیم 19( ئ )23رزب ه )صترت با تت ه به  در زو 

 دزش :

(24) * constant   

منادل با زوسیا ککدر تابن   *ککدر  لدزدادر نییجه 

  بک زو  زساس باشد میدر مساما زلاسییسییه  پیانسیا

زی  در ه دند  مله pبیار ککد که در صترتی که  تتزر می

باشد در ه میدزر  uمترد زسی اده بکزی تابع مجهتل 

آمده در  دس  بهاتزهد شد زما تن   p-1گکزدوار مسئله 

ئ  uبا تابع مجهتل  در هگتس هم  گیکی زنیگکزلنقا  

همی  دزیا به زو  نقا ، نقا   بهاتزهد بتد که  pبکزبک 

  شتد میفتق همگکز گ یه 

 

 محدو  يبرآو   خطا    اجزا يها  وش  -5

ی تخمی  ا ای ها رئ  ه  آشناوی با بکای زز 

دددی در زو  بخ  به منکفی تندزدی زز زو  های  تحلیا

در بکآئرد ا ای تحلیا ز ززی محدئد پکدزایه  ها رئ 

   شتد می

  یزز تخم یرئ  دمتم  وکه در آر  ویها مقازه  یزز زئز 

در  چاردستروتتسط ر زس  که ویها شد، مقازه اریا ا ب

رئ  روچاردستر در  نتشیه شده زس   1910سال 

کند که ا ا در هک  تخمی  ا ا زز زو  لقیق  پیکئی می

های مترد  یکلی زز ت ائت محدئد، منمتلا به زندززه م 

[  کار زصلی در تخمی  ا ا در 11] زسی اده  بسیگی دزرد

رئ   .تتسط بابتشلا ئ رونقتز  آغاز شد ئ 1978سال 
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زی نام گکف  بک زو  زساس بتد که  بادیماندهکه رئ   ها آر

با دکزر دزدر لا لاصا زز رئ  ز ززی محدئد در منادزه 

دو کزنسیا زئزیه ئ محاسقه مانده آر ئ نیز محاسقه پک  

، تخمینی زز ا ای لا ها ززمارمیدزر گکزدوار در زقه 

  دسیة دوگک زز [11] آود دس  می بهز ززی محدئد 

  باشد میی بازواف  تن  ها رئ ی بکآئرد ا ا، ها  رئ

منظتر بالا بکدر دد ،  بهکلی بازواف  تن  رئشی  یتر به

ئپیتسیه ئ همتزر نمتدر میدزر تن  وا گکزدوار میدزر 

آمده زز لا ز ززی محدئد زس   در زو  رئ  با  دس  به

زسی اده زز لا رئ  ز ززی محدئد، و   تز  نزدو  به 

تحلیلی در هک گکه وا در نقا  دزختزه رئی لا ددیر وا 

دزمنه محاسقه شده که دد  بالاتکی نسق  به لا زئزیة 

، وافیه بهقتدز ززی محدئد دزشیه زس   زو  میدزر تن  

 شتد: زوک تنکوف می صترت به

(25) *
*
σ = Nσ  

*که در آر 

  مقادوک گکهی زو  میدزر ئN  تتزبع شلا

زس   با زسی اده زز زو  میدزر  ها ززمارمترد زسی اده در 

 شتد: زوک تنکوف می صترت به، ا ای بازواف  وافیه بهقتد

(26) * *

σ h
e σ -σ  

که در رزب ه بالا 
h باشد تن  ناشی زز ز ززی محدئد می 

ی مینددی بکزی بازواف  تن  زز لا ز ززی ها رئ   [6]

 تتزر می ها آرتکو   زبیدزویمحدئد ئ تد دزرد که زز  مله 

گیکی که تتسط هینی  ئ کمپقا در سال  میانگی به رئ  

ئ رئ  تصتوک  ]12[ 1974
2L  که تتسط زئدر ئ بکزدلی

زشاره ککد  در  کار بکده شده زس  به ]13[ 1971در سال 

مقنای نقا  فتق هم  بکرئ  بازواف  تن  1992سال 

 SPRگکز
تتسط زونلتوچ ئ زئ زبدزا شد ئ گام بسیار  1

  زمکئزه زو  ]14[ بلندی در بازواف  تن  بکدزشیه شد

بکزی  ها رئ ولی زز بهیکو  ئ متثکتکو   دنتزر بهرئ  

زو  رئد  زساس  می کار بهبکآئرد ا ا در مساما مهندسی 

به نام نقا  فتق همگکز   نقایی رئ  بکمقنای زسی اده زز

آمده زز تحلیا تقکوقی  دس  بهتن   ها آرزس  که در 

                                                 
1
 Superconvergent patch recovery 

باشد  نسق  به ساوک نقا  زز دد  بیشیکی بکاتردزر می

زی  دند  مله صترت بهدرزو  رئ  با بکزز  و  میدزر 

با وکزوب نامنی  بک رئی گکزدوار لاصا زز رئ  ز ززی 

ی میصا به هک گکه، میدزر ها ززماررئی گکئه  محدئد

شتد  بند زز آر نیز  تنیی  می وافیه بهقتدگکزدوار 

های بسیار دوگکی تتسط محققی  زبدزا شد که در  تلنی 

که  شتد میپکدزایه  SPRهک و  به نتدی به بهقتد رئ  

-SPRئ  ]REP ]15ی ها رئ به  تتزر مینمتنه  دنتزر به

C ]16[  زشاره ککد  

  لشريح  وش بازيافت لنش  -6

مخیصک به دگتنگی زسی اده زز  یتر بهدر زو  بخ  

ااصی  نقا  فتق همگکز در تشلیا س ح تن  

   ه  آشناوی بیشیک با شتد میپکدزایه  وافیه بهقتد

  شتد می[ پیشنهاد 7 زمیات زو  رئ  مکز نه به مک ع ]

های  در صترتی که س ح بازوافیی )بهینه( هکو  زز مؤز ه

شلا  نشار دهیم، با تت ه به تتزبع *بکدزر تن  رز با

زوک  صترت بهتتزر زو  س ح رز در دزاا هک نالیه  نکبز می

 بیار نمتد:

(27) 
,

*

,

1 1

( , )
i j

m n

i j

i j

R u v P
 

σ  

تندزد  mئ  yتندزد نقا  کنیکزی در  ه   nکه در آر 

 Pتتزبع شلا نکبز ئ  Rهک نالیه،  xنقا  کنیکزی در  ه  

باشد  در  مخیصات نقا  کنیکزی مکبت  به ص حه تن  می

تکتیب بکدزر تتزبع شلا نکبز ئ  بهرز  Pئ Rصترتی که

( 29( ئ )28رئزبط ) صترت بهبکدزر مخیصات نقا  کنیکزی، 

( بیار 30) صترت بهتتزر  ( رز می27تنکوف کنیم، رزب ه )

  نمتد

(28) 1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, ,..., , , ,..., ,...,
T

n n m nR R R R R R R   R

 

(29) 1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, ,..., , , ,..., ,...,
T

n n m nP P P P P P P   P

 

(30) * T
σ = R P  

 zتنها پارزمیک مجهتل  ه  تنیی  زو  س ح، مخیصات 

باشد  بکزی تنیی  زو  مقادوک،  ( میPنقا  کنیکزی )بکدزر 

آمده زز  دس  بهمجمتا مکبنات زایلاف تن  بی  مقدزر 
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تحلیا زوزئومتمیکو  ئ تن  بهقتد وافیه رز در نقا  گتس 

)کنیم  بکزی زو  منظتر تابع میلدزدا  )F P  صترت بهرز 

 کنیم: زوک تنکوف می

(31) 
, ,

* 2

1 1

( ) (σ σ )
y x

i j i j

k k

j i

F
 

 P  

آمده زز تحلیا زوزئومتمیکو  ئ  دس  بهتن  σکه در آر

kx  ئky  های به تکتیب تندزد نقا  گتس در  هx ئ y 

( در 30گیزری رزب ه ) باشد  با  ای مت تد درهک نالیه می

 ( اتزهیم دزش :31)

(32) 2

1

( ) ( - σ )
K

T

l l l

l

F


P R P  

تندزد نقا  گتس مت تد در هک نالیه  Kدر آر که 

)گیکی زز تابع مشیردر نهاو  با  باشد  می )F P  نسق  به

نقا  کنیکزی ئ مسائی ص ک دکزر دزدر آر   zهای  مؤز ه

 دس  بهبهقتد وافیه  مخیصات نقا  کنیکزی ص حه تن 

 آود  می

(33) 

1

,

1 1

( )
0

; .σ
i

i j

K K
T

i i i

i i

F

P



 


    



  

P
AP B P A B

A R R B R

 

با دزشی  مخیصات نقا  کنیکزی، س ح تن  مکبت  به آر 

گتنه که در زدزمه اتزهیم دود،  آود  همار می دس  بهنیز 

آمده  دس  بهزو  میدزر مؤز ه تن  نسق  به س ح تن  

تتزند  رئ می باشد ئ زز زو  تک میزز رئ  زوزئومتمیکو  ددیر

و  تخمی  کننده بازقته ا ا بکزی تحلیا  دنتزر به

زوزئومتمیکو  به کار رئد  رئ  کار زو  تخمی  کننده 

  صترت زس  که با در نظک گکفی  زایلاف بی  ا ا بدو

آمده زز تحلیا  دس  بهس ح تن  بازوافیی ئ س ح تن  

تقکوقی به و   صترت بهزوزئومتمیکو  بکزی هک ززمار، 

منیاری  ه  تنیی  میززر ا ای مت تد در آر ززمار 

 دس  پیدز ککد 

 نرم خطاي انرژي   -7

میززر ا ا زسی اده زز منیارهای مخیل ی بکزی تنیی  

تکو  منیارهای بیار ا ا،  میدزئل زس   ولی زز منکئف

منیار ا ای زنکوی زس   یقر تنکوف، نکم ا ای زنکوی 

 :]6[ شتد زوک بیار می صترت بهددیر تن  بکزی و  ززمار 

(34) 

1

2
1( ) ( )Te d



 
    
 
 σ σ D σ σ  

 دس  بهتن   σمقدزر ددیر بکدزر تن ،  σدر زو  رزب ه

دزمنه  ماتکوس زلاسییسییه ئ  Dآمده زز لا تقکوقی، 

که در لاز  کلی،  ز در  باشد  با تت ه به زو  ززمار می

متزردی ااص که لا تئتری بنضی زز مساما زلاسییسییه 

د، باش باشد، لا ددیر مسئله در دسیکس نمی مت تد می

 ای زسی اده زز میززر ددیر تن  زز میززر بهقتد  پس به

شتد   وافیه آر  ه  محاسقه نکم ا ای زنکوی زسی اده می

زوک تنکوف  صترت بهدر زونصترت نکم ا ای زنکوی تقکوقی 

 شتد: می

(35) 

1

2
* 1 *( ) ( )Te e d



 
     

 
 σ σ D σ σ  

*که در زونجا
σ  تن  بازوافیی ئσ   آمده زز  دس  بهتن

باشد  در نهاو  مجمتا نکم  تحلیا زوزئومتمیکو  می

، نکم ا ای زنکوی کا دزمنه رز ها ززمارا ای زنکوی 

 دهد  تشلیا می

 ها ا اره مثا   -8

تن  ئ  اف ورئ  باز ویکارز  ودسم   ه  نما  ودر ز 

 ،وافیه بهقتدس ح تن   دیکاربکد نقا  فتق همگکز در تتز

تحلیا سه ماال نمتنه دزرزی به بیار نیاوج گکفیه شده زز 

 ه  بکرسی ئ لا تحلیلی پکدزایه شده زس   در زنیها 

به نقا  بهینه تن ،  دنتزر بهوافی  بهیکو  نقا  گتسی 

ماال  زو  سهمقاوسه شااص تاثیک بکآئرد کننده ا ا در 

ه گتسی با دهار، نه، شانزده، بیس  پنج ئ سی ش  نق 

  پکدزایه شده زس  

 لیر  و سر مفصز لحت با  گس ر ه  -8-1

و  تیک زلاسیی  ا ی  سازی  مدل بخ  به  ودر ز

زوزئتکئپی  دئ سک م صا تح  بار گسیکده در شکزوط 

تتسط تحلیا زوزئومتمیکو  ئ بازوابی تن   مس حتن  

(  پارزمیکهای به کار بکده 3شتد)شلا  می کدزایهپ های آر 
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زوک  صترت بهماال   وز ایئ تحل سازی مدلشده در 

  باشد: می

10 , 2 , 11 , 1500 , 0.25L C W E      

 
 تیک دئسک م صا تح  بار گسیکده -3شلا

های ددیر زو  مسئله با تت ه به پارزمیکهای تنکوف  تن 

( در نظک 38( تا )36رئزبط ) صترت به 4شده در شلا 

  ]17[ گکفیه شده زس 

 
پارزمیکهای تنکوف شده در لا تحلیلی تیک دئسک  -4شلا

 ]17[م صا تح  بار گسیکده

(36) 

2
2 3

2 3

3 2 3 2

4 5 4 3
x

w l w
y x y y

c c c


   
      

  

 

(37) 3

3

3

2 4 4
y

w w w
y y

c c
      

(38) 2

3

3 3

4 4
xy

w w
x xy

c c
     

سازی ئ تحلیا زو  تیک به رئ  زوزئومتمیکو  زز  بکزی مدل

 نالیه مشابه زسی اده شده زس نق ه کنیکزی ئ دئ  105

 ( 5 )شلا

 
تیک دئسک نقا  کنیکزی مترد زسی اده در مدزسازی  -5شلا 

 م صا تح  بار گسیکده

 

 ه  نماو  بهیکی زز کارزوی تخمی  کننده ا ای 

ززتتزبع شلا نکبز مکتقه  ]18[پیشنهادی با تت ه به مک ع 

دئ در هک نالیه زسی اده شده زس   بکدزرهای گکهی در 

 باشند  زوک می صترت بهئ هات

(39)  

 

0,0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1 ,

0,0,0.3,0.5,0.7,1,1









 

ئ با تت ه به مکتقه تتزبع شلا در زو   2م ابر با شلا 

گیکی دددی ئ نقا    ه  زنیگکزلماال زز نه نق ه گتس 

 بهینه تن  در هک ززمار زسی اده شده زس  

 
 ززف( لا زوزئومتمیکو 

 

 
 وافیه بهقتد ( لا 

 

 
 ج( لا ددیر

 تیک دئ سک م صا تح  بار گسیکده xσس ح تن   -6شلا 
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 ززف( لا زوزئومتمیکو 

 
 وافیه بهقتد ( لا 

 
 ددیرج( لا 

س ح تن   -7شلا 
xyτ تیک دئ سک م صا تح  بار گسیکده 

لاصا زز لا  xyئ xس ح تن   7ئ  6های  شلادر 

 وافیه بهقتدهمکزه س ح تن   بهزوزئومتمیکو  ئ لا ددیر 

شتد س ح  مشاهده مییتر که  همارنشار دزده شده زس   

در مقاوسه با س ح تن  زوزئومتمیکو ،  وافیه بهقتدتن  

 تت هی نسب به س ح تن  ددیر دزرد  دابات ابر 

نحته تغییکزت متز ه تن  9ئ  8 هایهمچنی  در شلا

y ئxy  ، وافیه بهقتدلاصا زز لا زوزئومتمیکو 

تکسیم شده زس    y=1ئ ددیر در مسیک  فیی()بازوا

نحته تغییکزت لا بازوافیی  شتد مییتر که مشاهده  همار

 تک زس   نسق  به لا زوزئومتمیکو  به لا ددیر نزدو 

نحتة تتزوع نکم ا ای زنکوی ددیر ئ نکم   10در شلا 

 یتر که همارا ای زنکوی تقکوقی نشار دزده شده زس   

نحته تغییکزت نکم ا ای تقکوقی به  شتد میمشاهده 

تغییکزت نکم ا ای ددیر بسیار نزدو  زس  که 

دهنده کارزوی م لت  تخمی  کننده ا ا ئ صح   نشار

فتق همگکز بتدر نقا  گتسی زس   همچنی  شااص 

محاسقه شده زس   شااص  93/0تاثیک بکزی کا دزمنه، 

تاثیک نسق  مجمتا نکم ا ای تقکوقی به نکم ا ای 

گک میززر همگکزوی لا به سم   باشد که نشار یر میدد

گک ا ا  لا ئزدنی زس  ئ منیاری بکزی بیار دد  محاسقه

گک ا ا دزرزی کارزوی  رئد  هنگامی و  محاسقه شمار می به

  ]6[سم  و  میا نماود بهمناسب زس  که شااص تاثیک 

 
نحته تغییکزت متز ه تن   -8شلا  y

تیک دئ سک م صا  

 y=1در مسیک  تح  بار گسیکده

 
نحته تغییکزت متز ه تن   -9شلا 

x y
تیک دئ سک م صا  

 y=1در مسیک  تح  بار گسیکده
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y
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 ززف( نکم ا ای تقکوقی

 
 

  ( نکم ا ای ددیر

تیک دئ سک م صا  نحته تتزوع نکم ا ای زنکوی -10شلا 

 تح  بار گسیکده

 

 اي شکز  طره  ايره لیر -8-2

 زی شلا یکه دزوکه و  تیک سازی  مدل دسم  به  ودر ز

تتسط تحلیا  مس حزلاسیی  در شکزوط تن  

 شتد می کدزایهپ های آر  تن زوزئومتمیکو  ئ بازوابی 

ئ  سازی مدلکار بکده شده در  به(  پارزمیکهای 11)شلا 

  باشد: زوک می صترت بهماال   وز ایتحل
58 , 10 , 100 , 2 10 , 0.3a b P E       

های ددیر زو  مسئله در دسیگاه مخیصات د قی  تن 

 صترت به 11تت ه به پارزمیکهای تنکوف شده در شلا  با

  ]17[ ( در نظک گکفیه شده زس 42( تا )40رئزبط )

 
 زی شلا تیک یکه دزوکه -11شلا 

 

(40) 
2 2 2 2

3
( )sinr

P a b a b
r

N r r
 


    

(41) 
2 2 2 2

3
(3 )sin

P a b a b
r

N r r
 


    

(42) 
2 2 2 2

3
( )cosr

P a b a b
r

N r r
 


     

 زوک در نظک گکفیه شده زس   صترت به Nدر رئزبط بالا 

2 2 2 2( )log( )
b

N a b a b
a

    

سازی ئ تحلیا زو  تیک به رئ  زوزئومتمیکو  زز و   بکزی مدل

 ( 12)شلا  نق ه کنیکزی زسی اده شده زس  175نالیه ئ 

 
گیزری نقا  کنیکزی تیک یکه  شمارهنحته آرزو  ئ  -12شلا 

 زی شلا دزوکه

تتزبع شلا  مشابه ماال دقا،  ه  تحلیا زو  مسئله زز

نق ه  نهدددی زز  گیکی زنیگکزلنکبز مکتقه دئ ئ  ه  

ئگتسی زسی اده شده زس   بکدزرهای گکهی در  هات
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 در نظک گکفیه شده زس  زوک  صترت به 

0,0,0.041,0.083,0.125,0.166,0.208,0.25, 

0.291,0.33,0.375,0.416,0.4583,0.5,0.5416,  
,

0.583,0.625,0.66,0.7083,0.75,0.7916, 

0.833,0.875,0.916,0.9583,1,1 

0,0,0.1666,0.333,0.5,0.666,0.833





 
 
 

  
 
  

 ,1,1

 

نمتنه کانیتر تن   دنتزر به 13در شلا 
y  لاصا زز

همکزه کانیتر تن   بهلا زوزئومتمیکو  ئ لا ددیر 

که مشاهده  یتر همارنشار دزده شده زس    وافیه بهقتد

در مقاوسه  وافیه بهقتدشتد در زو  ماال نیز تتزوع تن   می

تت هی نسب به  دابابا تتزوع تن  زوزئومتمیکو ، ت ابر 

 تن  ددیر دزرد 

 
 ززف( لا زوزئومتمیکو 

 
 وافیه بهقتد ( لا 

 
 ج( لا ددیر

کانیتر تن  -13شلا 
y زی شلا تیک یکه دزوکه 

 

همچنی   ه  مقاوسه دوگکی زز نحته تغییکزت تن  

تا  14در شلا های  ،زوزئومتمیکو  زئزیه با لا وافیه بهقتد

اط های تن  در مسیک  متز هتغییکزت  نحته به تکسیم 16

x=y شتد یتر که مشاهده می پکدزایه شده زس   همار

در زو  ماال نیز نحته تغییکزت متز ه تن  بازوافیی نسق  

 تک زس   زوزئومتمیکو  ددیربه لا 

 
 یز کهوتیک یکه دز  xنحته تغییکزت متز ه تن   -14شلا 

 x=yدر مسیک   شلا 

 

نحته تغییکزت متز ه تن   -15شلا 
y  یز کهوتیک یکه دز 

 x=yدر مسیک   شلا 

 
نحته تغییکزت متز ه تن   -16شلا 

xy  یز کهوتیک یکه دز 

 x=yدر مسیک   شلا 
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نحتة تتزوع نکم ا ای زنکوی ددیر ئ نکم  17در شلا 

که  یتر همارا ای زنکوی تقکوقی نشار دزده شده زس   

در زو  ماال نیز نحته تغییکزت نکم ا ای  شتد میمشاهده 

تقکوقی به تغییکزت نکم ا ای ددیر بسیار نزدو  زس  

دهنده کارزوی م لت  تخمی  کننده ا ا ئ  نشارکه 

صح  فتق همگکز بتدر نقا  گتسی زس   همچنی  

 محاسقه شده زس   95/0شااص تاثیک بکزی کا دزمنه، 

 

 
 ززف( نکم ا ای تقکوقی

 
 ای ددیر ( نکم ا 

 نحتة تتزوع نکم ا ای زنکوی ددیر ئ تقکوقی -17شلا 
 

 فشا ياي لحت با  م مركز  صفحه  ايره -8-3

در زو  ماال به بکرسی ااصی  فتق همگکزوی نقا  گتسی 

ئ بکآئرد ا ای تحلیا  وافیه بهقتددر تتزید س ح تن  

پکدززوم   زوزئومتمیکو  و  مسئله دزرزی نق ه تلی  می

دل  بالا  بهنظک می رسد که مساما با نق ه تلی ،  بهززقیه 

بتدر ا ای آزتدگی، مساما اتبی  ه  بکرسی کارزوی 

رئند؛ زما هدف زز زو   های ا ا به شمار نمی تخمی  کننده

که گ یه شد، بکرسی ااصی  نقا  گتسی  یتر همارماال 

باشد   در نحته رفیار بکآئردکننده ا ای پیشنهادی می

و  نق ه تلی ،  دنتزر بهکه زوک بار میمککز  تت ه به زو  با

دزرزی ا ای زوادی نسق  به ساوک نقا  زس ، زیز و  

نسقی دادر به  یتر بهتخمی  کنندة ا ای مناسب باود 

بهقتد شقله نماو  زو  تتزوع ا ا باشد  در صترتی که 

آمده زز تخمی  کنندة ا ا مترد  دس  بهتت ه به نیاوج  با

نندة ا اوی که دزرزی آرزوشی مناسب نظک باشد، تخمی  ک

تتزند بکنامه رز در هک مکلله به بهقتد محلی شقله  باشد می

 در زیکزف نتک تکک رزهنماوی کند  

بار تح   زی شلا  دزوکهمشخصات ص حه  18در شلا 

کار گکفیه  هپارزمیکهای بشتد   مشاهده می میمککز د کی

  شدبا میزوک  صترت به  ه  تحلیا زو  مسئلهشده 

2 , 100 , 1000 , 0.3R P E     

 
  فشار میمککزتح   زی دزوکهص حه  -18شلا 

های ددیر زو  مسئله با تت ه به پارزمیکهای تنکوف  تن 

 باشد می( 45( تا )43رئزبط ) صترت به 18شده در شلا 

]17[  

(43) 
2 2

4 4

1 2

2 ( ) ( ) 1

2
x

P R y x R y x

r r R




  
    

 

 

(44) 
3 3

4 4

1 2

2 ( ) ( ) 1

2
y

P R y R y

r r R



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 

 

(45) 
2 2
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2 ( ) ( )
xy

P R y x R y x

r r




  
  

 
 

  باشند میزوک  صترت به  r2ئ  r1در رئزبط بالا 

2 2 2 2

1 2( ) , ( )r x R y r x R y      

سازی ئ تحلیا زو  مسئله به رئ   بکزی مدل

R 
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نق ه کنیکزی  513زز  با فکض تن  مس ح، زوزئومتمیکو 

 ئ دهار نالیه مشابه به شلا ربع دزوکه زسی اده شده زس 

 ( 19 )شلا
 

 
 زی دزوکهدر ص حه  بندی ززمارئ  آرزو  نقا  کنیکزی -19شلا 

 

زز تتزبع شلا نکبز  در هک نالیه  ه  تحلیا زو  مسئله

دددی زز شانزده نق ه  گیکی زنیگکزلمکتقه سه ئ  ه  

ئگتسی زسی اده شده زس   بکدزرهای گکهی در  هات

  زوک در نظک گکفیه شده زس   صترت بهدر هک نالیه 

0,0,0,0.0769,0.1538,0.2307,0.3076,

0.3846,0.4615,0.5384,0.6153,0.6923, ,

0.7692,0.8461,0.9230,1,1,1 

0,0,0,0.1428,0.2857,0.4285,0.5714,

0.71428,0.8571,1,1,1





 
 

  
 
 

 
  
 

 

نحته تغییکزت متز ه های تن  در  22تا  20های در شلا

ئ نزدو  نتک بار میمککز نشار دزده شده  y=3.5مسیک 

، تن  بازوافیی دد  شتد مییتر که مشاهده  زس   همار

دولی نتک بار بیشیکی نسق  به لا زوزئومتمیکو  در نز

 میمککز دزرد 

نحتة تتزوع نکم ا ای زنکوی ددیر ئ نکم  23در شلا 

نشار دزده شده زس    بکزی زو  ماال ا ای زنکوی تقکوقی

 شتد که در تتزوع نکم ا ای تقکوقی مشاهده می یتر همار

زفززو    ت ابر دابا دقتل آر با تتزوع نکم ا ای ددیر ئ

نسق  به  بار میمککزمیززر ا ا در نتک ملالظه  دابا

نشار دهنده رفیار مناسب تخمی  کننده ا ا  ،ساوک نقا 

در زو  همچنی    باشد میدر شناساوی نق ه تلینگی بتو ه 

محاسقه شده  47/0شااص تاثیک بکزی کا دزمنه، ماال 

 زس  

 
تح   یز کهوص حه دز xنحته تغییکزت متز ه تن   -20شلا 

 y=3.5در مسیک   یبار میمککز فشار

 
نحته تغییکزت متز ه تن   -21شلا 

y یز کهوص حه دز 

 y=3.5در مسیک   یتح  بار میمککز فشار

 
نحته تغییکزت متز ه تن   -22شلا 

xy یز کهوص حه دز 

 y=3.5در مسیک   یتح  بار میمککز فشار
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 ززف( نکم ا ای تقکوقی

 
  ( نکم ا ای ددیر

 زی دزوکهنحتة تتزوع نکم ا ای زنکوی ص حه  -23شلا 

گوو س  گیووري ان روورا به وورين محووز نقوواط  -8-4

 نقاط بهینه لنش عن ان به

در زو  بخ  به بکرسی ئ وافی  بهیکو  نقا  گتسی 

؛ بدو  منظتر شتد مینقا  بهینه تن  پکدزایه  دنتزر به

شااص تاثیک بکآئرد کننده ا ا در سه ماال به مقاوسه 

با دهار، نه، شانزده، بیس  نمتنه بیار شده در زو  پ ئه  

پنج ئ سی ش  نق ه گتسی پکدزایه شده زس   نیاوج 

 نشار دزده شده زس   1بکرسی در  دئل لاصا زز زو  

که بیار شد شااص تاثیک نسق  مجمتا نکم  یتر همار

باشد ئ هکده زو   ا ای تقکوقی به نکم ا ای ددیر می

دهنده ددرت بیشیک  نشارتک شتد  شااص به و  نزدو 

بکآئرد کننده ا ا در تخمی  میززر ا ا در مسئله اتزهد 

شااص تاثیک بکزی هک بیشیکو  میززر  1بتد  در  دئل 

 و  زز مساما نمتنه زز دوگک مقادوک میماوز شده زس  

مقادوک شااص تاثیک بکآئرد کننده ا ا بکزی نقا   -1 دئل 

 گتسی مخیلف

تعداد‌نقاط‌

به‌‌گیری‌انتگرال

 گوس‌‌روش

‌مسائل‌نمونه

تیر‌دوسر‌مفصل‌

تحت‌بار‌

‌گسترده

)توابع‌شکل‌

‌مرتبه‌دو(

تیر‌طره‌

‌ای‌شکل‌دایره

)توابع‌شکل‌

‌مرتبه‌دو(

ای‌‌صفحه‌دایره

‌بار‌تحت‌

‌فشاری‌متمرکز

)توابع‌شکل‌

‌مرتبه‌سه(

 0.3834 0.9441 ‌0.9183چهار
 0.4647 0.9456 ‌0.9262نه

 0.4703 0.9415 ‌0.9126شانزده
 0.4308 0.9440 ‌0.9160بیست‌و‌پنج
 0.4170 0.9427 ‌0.9148سی‌و‌شش
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بیشیکو  میززر شااص  شتد میکه مشاهده  یتر همار

 گیکی زنیگکزلتاثیک بکزی هک ماال م ابر با بیشیکو  نقا  

  بلله بکزی مساما تیک دئ سک باشد میبه رئ  گتس ن

زی شلا که با  دزوکهم صا تح  بار گسیکده ئ تیک یکه 

، نه نق ه تتزبع شلا مکتقه دئ مترد تحلیا دکزر گکفیه زند

شلا که با تتزبع  زی دزوکهئ بکزی مسئله ص حه  باشد می

شلا مکتقه سه مترد تحلیا دکزر گکفیه زس  زو  نقا  به 

تتزر  زند  با تت ه به زو  نیاوج می وافیهشانزده نق ه زفززو  

بیار نمتد که تندزد نقا  بهینه تن  ئزبسیه به مکتقه 

باشند  تتزبع شلا مترد زسی اده در تحلیا مسئله می

زبع شلا، محا نقا  ی که با تت ه به مکتقه تتیتر به

به  گیکی زنیگکزلبهینه تن  من قر بک لدزدا تندزد نقا  

  رئ  گتس در تحلیا زوزئومتمیکو  زس  

 گیري ن یجه  -9

رواوی زثقات شد که دکز نقا   صترت بهدر زو  مقازه 

گتسی در تحلیا زوزئومتمیکو  دزرزی  گیکی زنیگکزل

نقا   تندزد بهینههمچنی    باشند میااصی  فتق همگکز 

 فتق همگکزینقا   دنتزر بهبه رئ  گتس  گیکی زنیگکزل

 مترد بکرسی دکزر گکف  در تحلیا زوزئومتمیکو  تن  

آمده بکزی شااص تاثیک ئ  دس  بهتت ه به نیاوج  با

همچنی  ت ابر تقکوقی نکم ا ای زنکوی ددیر ئ تقکوقی 

تت ه س ح تن  بهینه با س ح تن  ددیر  دابائ تشابه 

 تتزر ، میپ ئه نمتنه ذکک شده در زو   های هبکزی مساز

بیار ککد که با تت ه به مکتقه تتزبع شلا، محا نقا  

به  گیکی زنیگکزلبهینه تن  من قر بک لدزدا تندزد نقا  

در نهاو  رئ  گتس در تحلیا زوزئومتمیکو  زس  ئ 

ااصی  فتق همگکزوی نقا   تتزر میزساس زو  پ ئه   بک

للی ساده ئ مهندسی  ه  بکآئرد  رزه دنتزر بهگتس رز 

آمده زز تحلیا مساما به  دس  بها ا ئ بهقتد میدزر تن  

  رئ  زوزئومتمیکو  منکفی نمتد
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