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همکااری در بللیااای یاات اسای ابزی یازاریااایی اساآ  اه در رو ،اا ده اا   ، بللیاااای       

 ناد   هاای رو را پ دا،اآ مای    ناد   بلیید نناده یی ای از  ای هزیناه     محلی را اج ا می

ی گااراری در یاات زهجیاا ه بصاامیمای میمااآ   همکاااری در بللیاااای  در ایاات بحقیاا 

ااا     ااه شااامی یاات بلیید ننااده   یاات ،اا ده ،لدشاابااامیت د  ساابحی ی رساای ماای

ی منظاالر مبای ااه یااه اسااآ  بقا ااا در ایاات ماادل بااای ی از میمااآ   بللیاااای اسااآ     

بلسا ه  چهاار اسای ابزی   ، بحاآ ا  ایای مییلا     ی اعضاای زهجیا ه  گی ی یهیناه بصمیم

هااای هاا ، سااه یااازی می همکاااری شااامی یااازی شااامیهااا   اساای ابزیداده شااده اسااآ

محاادب یاالدو   هساایند ااا    رهلاا    یاات یااازی همکاااریبلیید ننااده رهلاا    ،اا ده

یا ای ها  حایاآ یات     در پایااو   اساآ  شاده اثلاای   هاا حایاآ یات از  بلایع هاد  در ها    

 اسآ اهجام شده   رهاییز حساسیآ مثال عددی ارائه 
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 قدمهم -1

های  اهمیآ   با ید ی  رمایآ   همکاری در زهجی ه

ها یه عنلاو یت ایزار  بامیت یاعث بجدید حیای هظ یه یازی

ی  مناسب ی ای بحلیی ا ی   اهف لای در یت زهجی ه

بلاهد یه یت از اعضای زهجی ه می بامیت شده اسآ ه 

های بللیاابی داشیه یاشد، ی هامهصلری جداگاهه ی ای ،لد 

ااید ی د زماهی ابفاق می -اما رایبه ب املی ی نی حایآ ی د

 ه ه  یت از رهها مادر یاشند ی ای ،لد ش یت اهییاب 

های بللیاای را پلش  دهند   نند با یی ی از هزینه

ا  شی، ی حجم بجاری   پیچیدگی ر زااز و ، دهبلس ه

ا  شاو طللد  ام  زه ، دهی را میبایی  ر یک د در بللیاا

                                                 
taleizadeh@ut.ac.ir* پسآ ایکی  هیت هلیسنده مسئلل: 

 

داه گاه پ دیس داه کده های انی، ، صنایع ی، داه کده مهندسیاراسیاد  1

 به او

 داه گاه رزاد اسلامی،  احد به او جنلب، صنایع یداه کده مهندس  2

مدری یسیاری یاایه   یه دییی اازای    پیچیدگی رمایآ، 

-ی اربلاط یا م ی یاو ایفا میب ی را در زمینههق  ا ال

هایی اسآ  ه  نند  بللیاای م ار یی یکی از راه

های بلاهند در ی هامه نندگاو میبلیید نندگاو   بلزیع

 ك م ار آ  نند  ایت عمی هه بللیاابی یه صلری م ی

های بللیاابی شده یلکه ملجب بنها یاعث  اه  در هزینه

شلد   رثار ایجاد پیلهدی مهم یا ، ده ا  شاو محلی می

همکاری در یهی ی از هام بجاری ی ای رهها یه دهلال دارد  

بللیاای یت بلاا  اسآ،  ه در رو یت بلیید ننده یا 

های بللیاای محلی پ دا،آ یت یی  یا  ی هزینه

 ند  ینای ایت ا    ملااقآ میشده بلسط یت ، دهاهجام

شلد  ه علاری میای ی یه هام ه خ م ار آ ب  ی  می

های بللیاای محلی  ه اسآ از درصدی از هزینه

های  هظ یه یازیبلیید ننده یا پ دا،آ رو ملاا  اسآ  

گی ی میلایی یا  ید و همکاری   یاهمکاری  ه بصمیم
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گی د، ایزاری اسآ  ه همزماو چند یازیگ  را درهظ  می

اگ  ییت یازیکناو شلد  ی ای حی ایت مسئله یه  ار ی ده می

ای صلری گی د   بلااقی هم یه  جلد رید   اج ا  مرا  ه

گلیند  اما اگ  ییت  می« یازی یا همکاری»شلد، یه رو 

ا  ای  جلد هداشیه یاشد   یا یه یت بلا یازیکناو مرا  ه

 گلیند « یازی ید و همکاری»مایی اج ا منج  ه لد، رو را 
 

 ادبیات تحقیق -2

هماهنگی در زهجی ه بامیت، یکی از مل لعابی اسآ 

 ه یسیاری از بحقیقای، ید و درهظ  گ ایت حدا ث سازی 

 اهدسلدِ ه یت از اعضای  اهال، ی  ر ی رو بم  ز   ده

ی ا ییت  سی یلد  ه یه ی رسی مسئله [2]1ی گ  [ 1]

ی یت مدل ریا ی پ دا،آ  ا  بللیاای یا همکاری، یا ارائه

بلاهد در ه او داد  ه بجزیه   بحلیی  میِ پی نهادی، می

 ار ی ده شلد  یت های یهینه یهگی یب ییت بصمیم

ر یک د م ی ك در ادییای، ی ای بجزیه   بحلیی هق  

ی بامیت، اسیفاده هماهنگی زهجی ه بللیاای یا همکاری در

-ها در د  دسیههاسآ  ایت مدلی یازیهای هظ یهاز مدل

، ی گت [3]2داهآ   ی گ اهد  ی ایسیا   پلیا بلس ه یاایه

، [6،7]5،   ی   زا لر[5]4،  یم   اسییلیت[4]3 جاو

  یی   همکاراو  [9]، هلرهگ   همکاراو [8]6هلرهگ   یی

ها اهد  ه در ایت مدلرا ی رسی   ده های ایسیامدل [10]

ی بامیت در یت د ره،  ا ی   اهف الای ییت اعضای زهجی ه

   [11]7زا لرست   جلرجت گی هد ملرد یحث م ار می

های پلیا را ملرد مدل [13،12]   همکاراو ستجلرجت

اهد اما در یسیاری از ایت مبای ای اهجام ی رسی م ار داده

اساسی ه خ م ار آ، از رو چ م شده یا  جلد هق  

ایت مل لع را در  [14]اهد  ی گ    همکاراو پلشی   ده

ب ییت میمآ اهد  مسئله بللیاای یا همکاری درهظ  گ ایه

، ده ا      عمده ا    در یسیاری از مبای ای، یه 

                                                 
1Berger 
2Dant and Berger 
3Bergen and John 
4 Kim and Staelin 
5Karray and Zaccour 
6Huang and  Li 
7Jørgensen and Zaccour 

ی بامیت، ی ینیادیت در مدی یآ زهجی هعنلاو یت  ظیفه

، [16،15]8  شلگاوللاهد اسآ  جملرد بلجه م ار گ ایه

،  اینجت   [18]10، ملرسی[17]9گلر   اسییلیتسیام

هماهنگی [ 24،23]12چلی   [20،19،22،21]11پاری

ی بامیت د  سبحی را ملرد یحث م ار  اهال در زهجی ه

گراری م ی ك،   اهد  رهها ایت  ار را یا مکاهیسم میمآداده

اهد  ام دادهی د یی ی   مقدار بیفی  اهجهمچنیت ب  اه

-ب دادی از مبای ای  جلد دارهد  ه بصمیمای میمآ

گراری   بللیاای را یه طلر همزماو در یت هماهنگی 

ست   زا لر جلرجتاهد  ی بامیت درهظ  گ ایهزهجی ه

اهد  ه در را پی نهاد   ده 13یت مدل یازی بفا لی [25]

ی گراری   بللیاای را در یت زهجی هرو بصمیمای میمآ

امیت د سبحی، بحآ د  حایآ همکاری   می همکاری ب

هق  رهل   [13]ست   همکاراو اهد  جلرجتدرهظ  گ ایه

را در یت  اهال یازاریایی یا یت بلیید ننده   یت ، ده 

اهد، یه هحلی  ه ه  یازیکت، بللیاای   ا    درهظ  گ ایه

 ند  در مدل رهها، ای ،لد را  نی ل میسلد حاشیه

 ننده میاث  از حست هیآ بللیاای   میمآ   بقا ای مص

بقا ای  [26]ست   زا لر ا    اسآ  جلرجت، ده

 ا      بللیااییه میمآ ، ده  ایسیهه   ننده را مص  

اهد،   سپس سازی   دهی پلیا مدلدر یت مجملعه اسآ،

ی رههایی  ه های هماهنگی را یا همههیایج  اسی ابزی

، [27]  همکاراو  14اهد  یلمقایسه   دههاهماهنگ هسیند، 

بجزیه   را  ه یه  [9]مدل ایسیای هلرهگ   همکاراو 

ی بحلیی هق  بللیاای یا همکاری در هماهنگی زهجی ه

اهد، ها پ دا،یهی یازیهای هظ یهبامیت یا اسیفاده از مدل

بلس ه داده اسآ  رهها ایت  ار را یا بلجه یه بقا ای 

اهد،   باثی  بیفی  مسیقیم از ام دادهحساس یه میمآ اهج

سلی بلیید ننده یه م ی ی را،  ه ممکت اسآ در یت 

اهد   اهال هماهنگ ابفاق ییفید، ملرد مبای ه م ار داده

                                                 
8Jeuland and Shugan 
9 McGuire and Staelin 
10Moorthy 
11Ingene  and Parry 
12 Choi 
13 Differential game 
14Yue 
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های اهد  ه سیاسآی رسی   ده [28]همکاراه     1 هگ

همکاری بللیاای   سلدهای اعضا چگلهه بحآ باثی  

گی هد   سپس ب ییت ر میرایارهای مییل  رماییی م ا

ای ی ای بایی  سا،یار دارهد یا اهد  ه ریا ش  ا اهگیزه  ده

یت زهجی ه بامیت را یا یت  [29]   همکاراو 2هی  هه

ا      یت بلیید ننده یه عنلاو یت یازی بفا لیِ ، ده

اسیا لل گ مدیسازی   ده اسآ  در ایت یازی، بقا ا 

ی یاای اسآ  یه گفیها      بللبای ی از میمآ ، ده

بلایع بقا ای میفا ی، منج  یه هیایج میفا ی  [23]3چلی

 [30]4 ای   ژاهگم  ل اسشلهد  اسای میمایی ملاحظه

ی بامیت د  گراری   بللیاای را در یت زهجی همیمآ

عضلی در هظ  گ ایند،  ه در رو بقا ای م ی ی یسیگی 

یا درهظ  گ ایت  یه میمآ ، ده ا      بللیاای دارد  رهها

ی های یهینهگی یبلیید ننده یه عنلاو رهل ، یه بصمیم

   [31]5ری  هی زیاهد  ا      بلیید ننده رسیده، ده

یت  [1]   سیداصفهاهی   همکاراه  [32]6   ی زی

اهد  ر یک د م ایه را یا بلایع بقا ای میفا ی دهلال   ده

های یازیی یازی همکاری را یا رهها هیایج یهینه

 [1] اهد  سیداصفهاهی   همکاراومی همکاری مقایسه   ده

اهد، چهار مدل یازی را ی رسی   ده [31] ری  هیزی   

در  ه سه یازی می همکاری   یت یازی همکاری اسآ  

اقط د  مدل یازی، شامی یازی  [32]حایی  ه ،ی    ی 

همکاری   یازی بلیید ننده یه عنلاو رهل  را ی رسی 

ی مدل یا بلس ه [33]7  یلسچ  رئلسآ اهد   ده

گراری   یه بصمیمای میمآ [1]   همکاراو سیداصفهاهی

همکاری بللیاای در یت زهجی ه بامیت د سبحی یا یت 

  رهها یا اسیفاده هدا    پ دا،یه ابلیید ننده   یت ، ده

اهد   ها چهار اسی ابزی را ی رسی   دهاز بئلری یازی

همکاری   می  همکاری را یا هم مقایسه های سیاسآ

   زیی در ایت بحقی  یا یه ه گ ایت از مبای ه. اهد  ده

                                                 
1Wang 
2He 
3Choi  
4Szmerekovsky and Zhang 
5Xie and Neyret 
6Xie and Wei 
7Aust and Buscher 

یا اسیفاده از د  ر یک د همکاری   می همکاری  [32]  ی

( 2( یازی ه  )1ها، چهار سناریل را شامی )بئلری یازی

 -کلل گیاسیازی ( 3بلیید ننده رهل  ) -اسیکلل گیازی 

  در .گی یمهمکاری، در هظ  می یازی( 4ا    رهل  )، ده

اقط د  اسی ابزی را بحآ ی رسی [ 32]   ی  زی ه حایی

ی ای ه  حایآ یت مثال عددی همچنیت  اهد م ار داده

  مجملع حدامی سلدهایی  ه اعضای زهجی ه  شلدارائه می

 نند یا سلد همکاری های می همکاری ادعا میدر یازی

ه  یت    در ههایآ بحلیی حساسییی ی ایشلدمقایسه می

  شلدارائه میاز میای های بصمیم هسلآ یه پارامی ها 

 

 تعریف مسئله -3

-ی بامینی شامی یت بلیید ننده   یت ، دهزهجی ه

ا    را درهظ  یگی ید  در ایت زهجی ه بلیید ننده 

-ا  شد،   ، دها    میمحصللاب  را یه یت ، ده

ا  شد  بلیید ننده را یه م ی یاو میا    بنها محصلل 

ی بللیاای ، هزینهwا  شیبلیید ننده ر ی میمآ عمده

 ند  از ط   گی ی میبصمیم t  ه خ م ار آ Aملی

-  هزینه pا  شیا    در ملرد میمآ ، دهدیگ  ، ده

 نیم گی د  ا ض میبصمیم می aی بللیاای محلی

 بقا ای م ی ی یه شکی زی  اسآ:

(1) 
0( , , ) . ( ). ( ). ( , )D p a A D n x g p h a A  

)ی م ی ی، بقا ای ا ییه 0D ه در رهها  )g p  باثی ای

)ا     میمآ ، ده , )h a A های بللیاای باثی ای هزینه

دهد  یه منظلر مدیسازی مسئله، پارامی ها   را ه او می

 اهد میای های بصمیم زی  اسیفاده شده

 
 متغیرهاي تصمیم

p: ا   میمآ  احد ، ده 

w: ا   میمآ  احد عمده 

A: ی بللیاای ملیهزینه 

a: ی بللیاای محلیهزینه 

t: ه خ م ار آ 

: سلد 
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 پارامترها

0D: ی م ی یبقا ای ا ییه 

1:  حدا ث  بقا ای محصلل یه ازای میمآ صف 

1: حساسیآ میمآ 

1k: باثی  بللیاای محلی 

2k: باثی  بللیاای ملی 

c: بلیید یت  احدی بلیید ننده ی ای هزینه 

d: ا    ی ای دسی سی یه یت  احدی ، دههزینه 

 ساختار مدل -3-1

باثی ای میمآ [ 32] ،ی    یی یا بلجه یه مقایه

ی بللیاای، یه ب بیب یه شکی ا      باثی ای هزینه، ده

 زی  هسیند:

(2) 
1 1 1 1( ) ; , 0g p p       

(3) 
1 2 1 2( , ) ; , 0h a A k a k A k k  

( بایع 3(   )2(، )1ینای ایت یا بلجه یه ر ایط ) 

 بقا ای مدل یه شکی زی  اسآ:

(4) 
0 1 1 1 2( , , ) ( )( )D p a A D P k a k A     

ا       ی ینای ایت بلایع سلد بلیید ننده، ، ده

 زهجی ه در مدل یه شکی زی  هسیند:

(5) 0 1 1

1 2

( , , ) ( )( )

( )

m w A t D w c p

k a k A A ta

    

   
 

(6) 0 1 1

1 2

( , ) ( )( )

( ) (1 )

r p a D p w d p

k a k A t a

     

   
 

(7) 0 1 1

1 2

( , , ) ( )( )

( )

sc p a A D p c d p

k a k A A a

     

   
 
ی دهندهیه ب بیب ه او m،r  scاهدیس های ه 

ا       ی زهجی ه اسآ  حال بلایع بلیید ننده، ، ده

ها، مدیسازی، یازیسلد الق بحآ چهار ر یک د بئلری 

در ایت مدل ی ای ساده شدو  شلهد حی   مقایسه می

   ی  زی  [ 31] ری  هی زیی محاسلای مبای  یا مقایه

از رهجایی  نیم  ینای ایت از ه مایسازی اسیفاده می [32]

1 ه بایع بقا ا مثلآ اسآ ش ایط 

1

p



  یاید ی م ار

یاشد  همچنیت ی ای جللگی ی از هامنفی شدو بایع سلد 

0scزهجی ه ش ایط  p c d      یاید ی م ار یاشد  در

1یهییجه رایبه
1 1

1

( ) 0c d c d


 


      را ،لاهیم

بایی  میای هایاز  ساده سازیینای ایت ی ای  داشآ 

1 1 1' ( )c d    ، 1

1

' ( ( ))
'

  p p c d



 ،

1

1

' ( )
'

w w c



 ، 

2
1

1 0 1

1

'k D k





   

2
1

2 0 2

1

'k D k







(   6(، )5ی ) نیم  پس بلایع سلد در رایبهاسیفاده می

  نیم ( را یه صلری زی  یازهلیسی می7)

(8) 
1 2

( ', , ) '(1 ')

( ' ' )

m w A t w p

k a k A A ta

  

   
 

(9) 
1 2

( , ) ( ' ')(1 ')

( ' ' ) (1 )

r a p p w p

k a k A t a

   

   
 

(10) 
1 2

( ', , ) '(1 ')

( ' ' )

sc p a A p p

k a k A a A

  

   
 

-( را در محاسلای ی می' ه ی ای ساده شدو، علامآ )

 داریم 

 

 بازي نش -3-2

-ا    مدری بصمیمدر ایت یازی، بلیید ننده   ، ده

طلر های ،لد را یهگی ی یکساهی دارهد   اسی ابزی

 نند  ازیت ر  مسائی مسیقی   همزماو اهییاب می

ا    یه طلر جداگاهه بلیید ننده   ، دهگی ی بصمیم

ا    یه شلد  ینای ایت مسائی بلیید ننده   ، دهحی می

 :هسیندش ح زی  

(11) 
1 2

( , , )

(1 )( )

. . 0 1, 0 0 1

mMax w A t

w p k a k A A ta

s t w A and t



    

    
 

(12) 

1 2

( )(1 )

( ) (1 )

. . 1 0

rMax p w p

k a k A t a

s t w p and a

   

   

  
 

هظ  از هقبه tی مقدار یهینه ا ح اسآ  ه 

صف  اسآ، چلو در بایع هد  ی ای  یا بلیید ننده 

بلیید ننده   یب منفی دارد  همچنیت بایع سلد 

بلاهد همی wص لدی اسآ  اما  wبلیید ننده هسلآ یه

در ایت صلری سلد بلیید ننده   زی ا یاشد،  یتی ای  یا 

1pاگ  شلهد چلوا    ه  د  صف  می، ده w 

1رهگاه 0r mp    ینای ایت ی ای حی مسئله  ، 

ری   هی زی، [25]  زا لر  ستجلرجتی مبای  یا مقایه
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 نیم ا ض می [1]سیداصفهاهی   همکاراو    [31]

ای  احد را ا    با زماهی  ه حدامی سلد حاشیه، ده

 ند  ینای ایت امدام یه ا    محصلل همی ،هداشیه یاشد

ای  احد بلیید ننده را یه عنلاو حدامی سبح سلد حاشیه

ا  شی را یه گی یم   محد دیآ میمآ عمدهدرهظ  می

صلری 
2

p
p w w w     هلیسیم   ه در رو می

p w   w  ا    ای  احد ، دهسلد حاشیهیه ب بیب

ی ای  یا  wی   بلیید ننده هسیند  ینای ایت مقدار یهینه

2

p  اسآ 

 

ی میای های بصمیم بحآ سیاسآ مقادی  یهینه .1قضیه 

 ه  علاربند از:

(13) 2

3

Np  

(14) 1

3

Nw 
 

(15) 0Nt  

(16) 2
2

1

324

NA k
 

(17) 
2

1

1

324

Na k
 

 

 یه پیلسآ ای  م اج ه  نید  اثبات.

 

 بازي تولیدكننده رهبر -3-3

ا    یه ی ییت بلیید ننده   ، دهرایبه ازیدر ایت ی

شلد،  ه میلایی مدل می عنلاو یت یازی می  همکاری

منظلر یدسآ ا    پی   اسآ  یهبلیید ننده رهل    ، ده

ر ردو ایت ب ادل اییدا یاید یهی یت پاسخ پی    ه در 

ی ی د م بلایی اسآ ب ییت شلد   سپس مسئلهم حله

ی پاسخ پی   حی شلد  ینای ایت گی ی رهل  ی  پایهبصمیم

-ی ، دهحی مسئله ا    یا بلجه یهیهی یت پاسخ ، ده

 ا    در سیاسآ ه  یه شکی زی  ،لاهد یلد:

(18) 
1

2

w
p


 

(19) 
2

2
1(1 )

8(1 )

k w
a

t

 
  

  

گی ی ی بصمیمینای ایت در ایت مسمآ جلاب مسئله

p,ی بلیید ننده یا م ار دادو مقادی  یهینه a  در بایع

 شلد سلد بلیید ننده محاسله می

 

-مقادی  یهینه یازی بلیید ننده رهل ، ، ده.  2قضیه 

ا    پی    ه در رو 
2

2

2
1

k
k

k
 :اسآ، علاربند از 

(20) 
2

1

16 16 9 4

SMw
k k k


  

 

(21) 
 
 

2

2

16 16 9 4 1

2 16 16 9 4

SM
k k k

p
k k k

   


   

(22) 
2

2

5 4 16 16 9

3 4 16 16 9

SM k k k
t

k k k

   


   
 

(23) 
 

2

2 2
2

2
2

( 16 16 9 4 ) 1

4
16 16 9 4

SM k k k k
A

k k k

 
     

   
      

 
 

(24) 

2
2 2

1

2

2
2

2

( 16 16 9 4 ) 1

16 16 16 9 4

3 ( 16 16 9 4 )

16 16 9 4

SM k k k k
a

k k k

k k k

k k k

     
          

    
 
    

 

 

 یه پیلسآ ب م اج ه  نید  اثبات.

 فروش رهبربازي خرده -3-4

ا      بلیید ننده را در یت یازی ی ، دهحال رایبه

ا    رهل  اسآ، میلایی می  همکاری  ه در رو ، ده

  دو  نیم  ا ییت مدم ی ای ب ییت رو پیدا مدیسازی می

ی یهی یت پاسخ بلیید ننده اسآ  یا بلجه یه حی مسئله

بلیید ننده در یازی ه  یهی یت پاسخ بلیید ننده  ه در 

 رید:ی د م بلایی اسآ یه صلری زی  یدسآ میم حله

(25) 0t  

(26) 
2

p
w 

 

(27) 
2

2

1
(1 )

2
A k w p
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-یهی یت جلاب بلیید ننده را در بایع سلد ، دهپس 

-دهیم با یلینیم ، ده( م ار می12ی )ا    در رایبه

گی د  ینای ایت ا    یه عنلاو رهل  چه بصمیمی می

یا م ار دادو ا    ، دهگی ی ی بصمیمجلاب مسئله

محاسله  ا   ، دهدر بایع سلد  t،w  Aمقادی  یهینه

 شلد می
 

 ه ی میای های بصمیم زماهیمقادی  یهینه .3قضیه 

 ا    رهل  اسآ علاربند از:، ده

(28) 
1

2

SRp 
 

(29) 
1

4

SRw 
 

(30) 
2

1

8

SR k
a

 
  
  

(31) 0SRt  

(32) 
2

2

16

SR k
A

 
  
  

 

 یه پیلسآ پ م اج ه  نید  اثبات.

 

 بازي همکاري -3-5

در سه مسمآ ملی سه یازی می همکاری را ملرد 

ی بلیید ننده   ی رسی م ار دادیم  در ایت مسمآ رایبه

-ا    را یه عنلاو یت یازی همکاری ی رسی می، ده

اعضای زهجی ه بلاا  ی  همکاری   اازای    نیم  ه در رو

سلد  ی سیسیم دارهد  ینای ایت بایع سلد  ی زهجی ه را در 

-گی یم   یا بلجه یه رو مقادی  یهینه را یدسآ میهظ  می

 ر ریم  ینای ایت بایع هد  یه شکی زی  اسآ:

(33) 
1 2

, ,

(1 )( )

. . 0 1, 0 ,

sc
p a A

Max p p k a k A a A

s t p a A

     

   

 ه زماهیهماهبلر  ه از بایع هد  م یص اسآ، 

 p ،A نند اقط  ا    همکاری میبلیید ننده   ، ده

  a گی ی هسیند،   میای های میای های بصمیمw   

t  ی  ر ی سلد  ی باثی گرار هیسیند   بنها در بقسیم

 سلد ییت اعضا باثی گرارهد 
 

ی میای های بصمیم یازی همکاری مقادی  یهینه. 4قضیه

 یه صلری زی  اسآ  

(34) 1

2

cop 
 

(35) 
2

2

1

8

coA k
 

  
 

 

(36) 
2

1

1

8

coa k
 

  
 

 
 م اج ه شلد  ییه پیلسآ  اثبات.

، سیداصفهاهی   [31] ری  هی زیی مبای  یا مقایه

 نیم د  ا ض می[33] رئلسآ   یلسچ    [1]همکاراو 

 نند  ه سلد رهها یازیکت زماهی بلاا  یه همکاری می

های می همکاری یاشد  یه ایت صلری یی ی  از سلد یازی

  ه:

(37) max 0c
m m m    

(38) max 0c
r r r    

 

c ه 
m   c

r یه ب بیب سلد بلیید ننده   ، ده-

maxدهند   ا    در یازی همکاری را ه او می
m   

max
r ا    یه ب بیب یی ی یت سلد بلیید ننده   ، ده

 ه د  زماهیندهرا در ه  یازی می همکاری دیگ  ه او می

پری  اسآ  اما ایت ایت های ای ی ی م ار یاشد، همکاری امکاو

یت ا ض یسیار محد د اسآ  زی ا در امع اگ  هیچ شاهسی 

ی ای یدسآ ر ردو سا،یار ملرد هظ  یازیکناو  جلد 

  هداشیه یاشد، ممکت اسآ را ی یه سلد  می  یاشند 

بلاا  ی  همکاری  نند  علا ه ی  ایت بایی ای در  اهایی یا 

پری  هلاشد رهل    پی  ، ممکت اسآ در  لباه مدی امکاو

   ینای ایت ی ای سلد  ی زهجی ه داریم:[33]

(39) max max 0c
m r m r m r m r         

ای  ه در سلد  ی همکاری یا م ار دادو مقادی  یهینه

بلاهد ( می33ی )سلد رایبه اهد در بایعرمده 4مضیه 

max ه ی ای پیدا   دو محاسله شلد  در حایی
m   

max
rهای های دیگ  را در یی ، لازم اسآ هیایج یازی

ی مقادی  یا هم مقایسه  نیم  ،لاصه 3-2   3-3، 3-4

 اسآ  ( ارائه شده1یهینه چهار  اسی ابزی در جد ل )
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 مثال عددي -4

ی چهار یازی ه ، در یی  ملی مقادی  یهینه

ا    ، ده -بلیید ننده رهل ، اسیکلل گ -اسیکلل گ

مقادی  یهینه میای   ه  ،رهل    همکاری را یدسآ ر ردیم

اهد  در ( ،لاصه شده1در جد ل )های بصمیم در ه  یازی 

 نیم پ دازیم  ا ض میایت مسمآ یه یت مثال عددی می

0پارامی های مدل،  5D  ،1c  ،1d  ،1 2k    

2 3k ( مقادی  یهینه2هسیند  در جد ل ) ی میای های

 اهد بصمیم در ه  چهار حایآ ارائه شده

 

 

ی چهار اسی ابزیی مقادی  یهینه  ،لاصه1جد ل

 میای  ه  1اسیکلل گ  2اسیکلل گ  همکاری

1

2 
1

2 
 
 

2

2

16 16 9 4 1

2 16 16 9 4

k k k

k k k

   

  
 

2

3 
p 

- 1

4 2

1

16 16 9 4k k k   
1

3 w 

2

2

1

8
k

 
 
  

2

2

16

k 
 
   

2

2 2

2

2
2

( 16 16 9 4 ) 1

4 16 16 9 4

k k k k

k k k

 
      

   
     

  

2
2

1

324
k

 A 

2

1

1

8
k

 
 
  

2

1

8

k 
 
  

2 2
2 2 2

1

2 2

( 16 16 9 4 ) 1 3 ( 16 16 9 4 )

16 16 16 9 4 16 16 9 4

k k k k k k k

k k k k k k

           
                   

2
1

1

324
k

 a 

- 0 
2

2

5 4 16 16 9

3 4 16 16 9

k k k

k k k

   

    
0 t 

     
 یعدد مثال جیهیا  2جد ل

  ه  1اسیکلل گ  2اسیکلل گ  همکاری

5/0 5/0
 

7168/0 667/0
 

p 

- 25/0
 

4335/0 334/0
 

w 
1406/0 0352/0 0339/0 0278/0 A 
0625/0 0625/0 0016/0 0123/0 a 
- 0 5075/0 0 t 

- 0659/0 0429/0 0524/0 
m 

- 0704/0 0499/0 0679/0 
r 

2031/0 1680 / 0929/0 1203/0 
sc 

 

هماهبلر  ه در مسمآ ملی گفیه شد، د  یازیکت 

 ه سلد رهها یی ی  از سلد  دارهد،همکاری   زماهی بلاا  ی

د  (  در اینجا 38   37های می همکاری یاشد )ر ایط یازی

رسند  ه بلیید ننده یازیکت زماهی یه حدا ث  سلد می

یا بلجه یه ا ض ما ه  د  یازیکت در رهل  یاشد  پس 

0.0659mا ایند چاهه زهی حدامی یه سلدهای      

0.0704r  نند، در می  ایت صلری می پاا اری 

ای ی ای عدم همکاری هیلاهند داشآ  حال اگ  اهگیزه

 نند یا هم ه  د  ط   ادعا می حدامی سلدهایی را  ه

0.1363جمع  نیم داریم 0.2031SR SR c
m r m r    

حدامی سلدهایی را  ه ه  شلد  ه در اینجا م اهده می

 نند  لچکی  از سلد  ی همکاری  ه د  ط   ادعا می

اسآ  ینای ایت همکاری  ،شلدییت د  یازیکت بقسیم می

ییت د  یازیکت  جلد ،لاهد داشآ  در صلری عدم 

همکاری سلد ه  د  یازیکت  می  ،لاهد یلد   عدم 

 همکاری یه هفع هیچ یت از یازیکناو هیسآ 
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 تحلیل حساسیت -4-1

 مقادی  مییل  ازاییه حساسییی رهاییز مسمآ، ایتدر 

بایی ای   منظلر ی رسی یه ی م یلط یه بللیاایپارامی ها

در جد ل  .شلدمی ارائه باثی  رهها ر ی میای های بصمیم

( 4( بحلیی حساسیآ م یلط یه یازی ه ، در جد ل )3)

بلیید ننده  -بحلیی حساسیآ م یلط یه یازی اسیکلل گ

( بحلیی حساسیآ م یلط یه یازی 5رهل ، در جد ل )

( بحلیی 6ا    رهل    در جد ل )، ده -اسیکلل گ

 یلط یه یازی همکاری ه او داده شده اسآ  حساسیآ م

 a، یاعث اازای  مقدار 1kشلد  ه اازای  م اهده می

در  p،w ،A  tدر ه  چهار یازی    اه  مقدار 

،لاهد شد  همچنیت  بلیید ننده رهل  -یازی اسیکلل گ

در ه  چهار یازی  A، یاعث اازای  مقدار 2kاازای  

بلیید ننده رهل ، اازای   -اسیکلل گشلد  در یازی می

2k  ملجب  اه  مقدارa  اازای  مقدار  p،w ،A

 tشلد میای های ،لاهد شد  هماهبلر  ه م اهده می

ثایآ  1k   2kها هسلآ یه بایی  بصمیم در سای  حایآ

های هسیند   درصد بایی اب او صف  اسآ  در یازی

ا      در هییجه  ی می همکاری سلد بلیید ننده، ، ده

 ند  اازای  پیدا می 1k   2kزهجی ه یا اازای  

همکاری یا اازای  ایت پارامی ها سلد همچنیت در یازی 

 یاید  ی سیسیم اازای  می

هسلآ  p،w   t ، در یازی ه ،3جد ل  ی  اساس

هسلآ یه  Aحساس هیسیند   1k   2kیه  پارامی های 

1k   2حساس هیسآ اما یا اازای     اهk  یلی،

شلد   مقدار رو یه ب بیب اازای     اه  حساس می

1kحساس هیسآ اما هسلآ یه  2kهسلآ یه  aیاید  می

ب بیب ،یلی حساس اسآ   یا اازای     اه  رو یه

   1k یاید  سلد بلیید ننده یا اازای اازای     اه  می

2k 1ا    هسلآ یه شلد  سلد ، دهحساس میk

،یلی حساس  2kحساس   هسلآ یه اازای     اه  

حساس  1kاسآ  در هییجه سلد  ی زهجی ه هسلآ یه 

 اسآ هسلیا حساس  2kاسآ   هسلآ یه 

بلیید ننده  -اسیکلل گ، در یازی 4جد ل  ی  اساس

هسلیا  1k   2kهسلآ یه  پارامی های  p،w   tرهل ،

هسلیا حساس اسآ اما  1kهسلآ یه  Aحساس هسیند  

یا اازای    هیز ،یلی حساس اسآ    2k هسلآ یه

 aیاید مقدار رو یه ب بیب اازای     اه  می رو  اه 

،یلی   1kهسلیا حساس اسآ اما هسلآ یه  2kهسلآ یه 

ب بیب شدیدا حساس اسآ   یا اازای     اه  رو یه

ا      یاید  سلد بلیید ننده، ، دهاازای     اه  می

حساس    1kدرهییجه  ی زهجی ه مبای  هیایج هسلآ یه 

 ،یلی حساس هسیند  2kهسلآ یه اازای     اه  

ا    ، ده -اسیکلل گ، در یازی 5جد ل  ی  اساس

1k   2k هسلآ یه پارامی های p،w   t رهل ،

حساس هیسآ اما  1kهسلآ یه  Aحساس هیسیند 

 رویا اازای     اه  حساس اسآ    2kهسلآ یه

هسلآ یه  aیاید  یه ب بیب اازای     اه  می  مقدار

2k  1حساس هیسآ اما هسلآ یهk  یلی حساس اسآ،

یاید  ب بیب اازای     اه  می  یا اازای     اه  رو یه

  اسآ،یلی حساس  1k   2k هسلآ یهسلد بلیید ننده 

حساسیآ یسیار  می دارد  1kا    هسلآ یهسلد ، ده

،یلی حساس اسآ  در هییجه سلد  ی 2k  هسلآ یه

  اسآ،یلی حساس  1k   2kهسلآ یههیز زهجی ه 

هسلآ یه   pهمکاری،، در یازی 6جد ل  ی  اساس

1kهسلآ یه  Aحساس هیسآ   1k   2kپارامی های 

یا    اسآ،یلی حساس  2k هسلآ یهحساس هیسآ اما 

مقدار رو یه ب بیب اازای     اه   2kاازای     اه  

هسلآ یه  aیاید می
2k  1حساس هیسآ اما هسلآ یهk  

ب بیب ،یلی حساس اسآ   یا اازای     اه  رو یه

1kیاید  سلد  ی زهجی ه هسلآ یه اازای     اه  می

هسلیا حساس اسآ  مبای  یا  2kحساس   هسلآ یه 

  د  یازیکت زماهی بلاا  یدر هظ  گ ایه شده، ا  یای 

های  ه سلد رهها یی ی  از سلد یازی دارهد،همکاری 

 می همکاری یاشد 
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ه  ییاز در آیحساس ییبحل جیهیا  3جد ل

 یازی ه 

sc r m t a A w p بایی ای %  

6/38 8/22 59 0 126 0 0 0 50+ 

K1=2 4/17 3/10 5/26 0 57 0 0 0 25+ 

5/13- 8- 6/20- 0 44- 0 0 0 25- 

23- 5/13- 1/35- 0 8/74- 0 0 0 50- 

9/53 6/63 2/41 0 0 7/77 0 0 50+ 

K2=3 25 6/29 1/19 0 0 36 0 0 25+ 

1/21- 25- 2/16- 0 0 6/30- 0 0 25- 

5/38- 5/45- 4/29- 0 0 8/55- 0 0 50- 

          
 رهل  د نندهیبلی  -اسیکلل گ ییاز در آیحساس ییبحل جیهیا  4جد ل

 بلیید ننده رهل  -یازی اسیکلل گ

sc r m t a A w p بایی ای %  

4/25 8/22 7/28 3/5- 175 1/2- 4- 2/1- 50+ 

K1=2 4/11 4/10 6/12 9/2- 75 9/0- 2/2- 7/0- 25+ 

9/8- 6/8- 1/9- 4/3 9/52- 2/1 7/2 8/0 25- 

4/15- 16- 7/14- 4/7 7/82- 4/2 6 8/1 50- 

7/61 3/62 3/61 4/3 8/18- 9/79 7/2 8/0 50+ 

K2=3 5/28 1/29 2/28 9/1 5/12- 2/37 5/1 4/0 25+ 

5/24- 9/24- 24- 3/2- 3/6 31- 8/1- 5/0- 25- 

44- 3/45- 4/42- 3/5- 25 3/56- 4- 2/1- 50- 

          
 رهل  ا   ، ده  -اسیکلل گ ییاز در آیحساس ییبحل جیهیا  5جد ل

 ا    رهل ، ده -یازی اسیکلل گ

sc r m t a A w p بایی ای %  

5/46 0 8/166 0 125 0 0 0 50+ 

K1=2 21 14/0- 5/101 0 3/56 0 0 0 25+ 

3/16- 14/0- 7/6 0 7/43- 0 0 0 25- 

9/27- 0 9/22- 0 75- 0 0 0 50- 

8/48 6/77 7/89 0 0 6/77 0 0 50+ 

K2=3 7/22 1/36 5/67 0 0 1/36 0 0 25+ 

2/19- 7/30- 9/31 0 0 7/30- 0 0 25- 

9/34- 7/55- 5/18 0 0 7/55- 0 0 50- 
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 یهمکار ییاز در آیحساس ییبحل جیهیا  6جد ل

 یازی همکاری

sc a A p 
درصد 

 بایی ای
 

5/38 125 0 0 1+ 

K1=2 3/17 3/56 0 0 5/0+ 

4/13- 7/43- 0 0 5/0- 

1/23- 75- 0 0 1- 

9/53 0 8/77 0 1+ 

K2=3 25 0 1/36 0 5/0+ 

1/21- 0 5/30- 0 5/0- 

5/38- 0 5/55- 0 1- 

 

 

 نتیجه گیري -5

همکاری در بللیاای را هم اه یا  در ایت بحقی 

ی بامیت د  گراری در یت زهجی هبصمیمای میمآ

 ا    ی رسیسبحی شامی یت بلیید ننده   یت ، ده

   دیم  بقا ا در ایت مدل بای ی از میمآ   بللیاای اسآ 

ی اث  بلازو مدری منظلر مبای هی یازی، یهچهار هظ یه

ی اعضای زهجی ه گی ی یهینهی بامیت ی  بصمیمزهجی ه

های بلس ه داده شد،  ه سه یازی می همکاری شامی یازی

ا    رهل    یت یازی ه ، بلیید ننده رهل    ، ده

م اهده شد  ه مجملع اری در هظ  گ ایه شد  همک

نند  لچکی  از  حدامی سلدهایی  ه ه  د  ط   ادعا می

ینای ایت همکاری ییت د  یازیکت  سلد  ی همکاری اسآ،

م اهده شد  ه در چهار   جلد ،لاهد داشآ  از ط ای

( ی  ر ی 1k  2kاسی ابزی باثی  بللیاای محلی   ملی )

ها   ه خ م ار آ یسیار  م یلد   همچنیت یه ایت میمآ

هییجه رسیدیم  ه در ه  چهار اسی ابزی، بللیاای ملی ی  

ا      در هییجه  ی زهجی ه سلد بلیید ننده، ، ده

در ایت بحقی   باثی گرارب  از بللیاای محلی اسآ 

های همکاری   می همکاری شلد  ه اسی ابزیپی نهاد می

-یا بلایع مییل  بقا ا بلس ه داده شلد   علا ه ی  میمآ

 گراری   بللیاای، علامی دیگ ی هیز در هظ  گ ایه شلهد 

 هاپیوست -6

  1اثلای مضیه پیوست الف. 

مق   اسآ، چلو  Aبایع سلد بلیید ننده هسلآ یه 

 منفی اسآ  Aم ی  د م بایع،  هسلآ یه 

 (1)ای 
32

2
22

1
(1 ) 0

4

m k w p A
A

 
   


 

یاز رایبه Aی ینای ایت مقدار یهینه
1

2
2

[ ] 1
(1 ) 1 0

2

mE
k w p A

A

 
   


یدسآ ،لاهد  

ی مسئله میای  های بصمیمینای ایت مقادی  یهینه رمد  

 بلیید ننده یه صلری زی  هسیند:

* (2)ای  0t  

* (3)ای 

2

p
w 
 

 (4)ای 
2

*

2

1
(1 )

2
A k w p

 
  
  

را یه صلری  zا    میای ی ، دهی ای حی مسئله

( )(1 )p w p یا ایت محد دیآ  ه  م  نیب  ی  می

1w p   اسآ  حال م ی  جزئیz  هسلآ یهp 

 ی ای  اسآ یا:

1) (5)ای  ) ( ) 0
z

p p w
p
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1p( مقدار 5ی )ای دیهااز م  p  1ی ای  یا

2

w 

ب ییت  pرا یا بلجه یه مقادی  مییل  zیدامنه اسآ

1p یه هحلی  ه اگ   نیممی  0 یاشد رهگاهz    

2 همچنیت
1

1
( ) 0

2

w
p p z


    یی ی یت   پس

1pدر  zمقدار  p مقدار رو   می یت رید  یدسآ می

21 ینای ایتی ای  یا صف  اسآ  
0 ( )

2

w
z


   اسآ  در

( یه صلری 12ی )را در رایبه  ا  ی ، دهمسئلههییجه 

  نیم:زی  یازهلیسی می

 (6)ای 
1 2

2

max ( ) (1 )

1
. . 0 ( ) , 0

2

r z k a k A t a

w
s t z a

    


   

r هسلآ یه z  یت بایع ص لدی اسآ، چلو

1 2( )r k a k A
z


 


 ه یت مقدار مثلآ   اسآ  

ی ای  یا  zی یزرگی  از صف  اسآ  ینای ایت مقدار یهینه

21
( )

2

w همچنیت بایع سلد بلیید ننده هسلآ یه   اسآ

a  مق   اسآ، چلو م ی  د م بایع،  هسلآ یهa   ی ای

یا 
32

2
12

1
0

4

r k za
a

 
  


اسآ،  ه یت مقدار منفی  

ی از رایبه aی ینای ایت مقدار یهینه اسآ 
1

2
1

1
(1 ) 0

2

r k za t
a


   


در   یدسآ ،لاهد رمد 

-ی ، دهمسئله میای های بصمیمهییجه مقادی  یهینه 

 یه صلری زی  هسیند: ا   

* (7)ای  1

2

w
p


 

* (8)ای  21
( )

2

w
z


 

 (9)ای 
2

*
1

1

2(1 )
a k z

t

 
  

 

 

( 7(   )ای 4( با )ای 2ینای ایت یا حی م ادلای )ای 

( یه ب ادل 9با )ای 
2

3

Np  ،
1

3

Nw  ،0Nt  ،

2
2

1

324

NA k   2
1

1

324

Na k لاهیم رسید،  

 
 

  2اثلای مضیه پیوست ب. 

 ( در بایع سلد بلیید ننده،19(   )18یا جایگزینی علاری )

  ند صلری زی  بایی  میبایع سلد بلیید ننده یه 

 (1)ب

2 2
1

2

2
41

2

(1 )1
max ( )

2 8(1 )

1
( )

24(1 )

. . 0 , 0 1, 0 1

m

k ww
w k A

t

k t w
A

t

s t A w and t

  
       


 



    

 

 Aیه  هسلآ mاز م ی  جزئی  A   tی مقدار یهینه

  t رید یدسآ می 

 (2)ب

2

2
2 22

1
( ) 1 0

22

(1 )
16

m k w
w

A A

k
A w w

 
  



  

 
 همچنیت داریم:

 (3)ب

2
31

2

2
41

3

3 2
1

2

1
( )( )

22(1 )

1 1
( )( )

4 2(1 )

1
( )

12 (1 ) 0
4(1 )2(1 )

m wk w

t t

k t w

t

w
k

t
w w

tt

 


 

 





 

    
  

 

( هملاره 12ی )ای در رایبه
3 2

1

2

1
( )

2 0
2(1 )

w
k

t






اسآ   

1ی از رایبه t ینای ایت مقدار
( 1 ) 0

4 ( 1 )

t
w w

t


  


 

 پس، یدسآ ،لاهد رمد 

 (4)ب
5 1

3 1

w
t

w





 

یاید از بایع  w ا  شیی ای یدسآ ر ردو میمآ عمده

ینای ایت  م ی  یگی یم  w سلد بلیید ننده هسلآ یه

سازی   ده   یه صلری زی   را ساده (1)بی م ادیه

 نیم یازهلیسی می
 

 (5)ب

2
31

2

2
41

2

max (1 )
16(1 )

(1 )
2

(1 )
64(1 )

m

k
w w

t

k A
w w

k t
A w

t

  


 

  


 

گی یم   م ی  می w( هسلآ یه 5بی )در رایبه mاز 

 دهیم ی ای  صف  م ار می
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 (6)ب

2 2 3
2 1

2 2
1

8 (1 2 )(1 ) (1 )

(1 4 )(1 ) (1 ) 0

m k w t A k w t
w

k w w t


    



     

-( جایگزیت می6بی )در رایبه را A   tی مقدار یهینه

  نیم 

 (7)ب

2 2
2

2 2
1

2 3
1

(1 )
32(1 2 ) (1 )

3 1 4

2(1 )
(1 4 )(1 ) ( )

3 1

5 1
(1 ) 0

3 1

m kw
w w w

w w

w
k w w

w

w
k w

w

   
        


  




  



 

( را یه صلری یت 7ب)رایبه ی یدسآ رمده از م ادیه

ی هلشیه   مقدار یهینه wی درجه د  ی  حسب م ادیه

w ر ریم را یدسآ می 

2 (8)ب 2 2 2 2
2 1 2 1(16 9 ) (8 ) 0w k k w k k   

 
0 ه از رهجایی 1w  ی اسآ   یا اسیفاده از رایبه

2
2

2
1

k
k

k
 ی مقدار یهینهw :یه صلری زی  اسآ 

 (9)ب
24 16 16 9

9 16

k k k
w

k

  



 

(، 18ی )رمدهرا در ر ایط یدسآ w یمقدار یهینه 

-دهیم  ینای ایت مقادی  یهینهم ار می (4ب(   )2ب(، )19)

 یدسآ ،لاهند رمد  زی  ی

2

1

16 16 9 4

SMw
k k k


  

 
 

2

2

16 16 9 4 1

2 16 16 9 4

SM
k k k

p
k k k

   


  

2

2

5 4 16 16 9

3 4 16 16 9

SM k k k
t

k k k

   


   

 

2

2 2

2

2
2

( 16 16 9 4 ) 1

4
16 16 9 4

SM k k k k
A

k k k

 
     

   
     

 

 

2
2 2

1

2

2
2

2

( 16 16 9 4 ) 1

16 16 16 9 4

3 ( 16 16 9 4 )

16 16 9 4

SM k k k k
a

k k k

k k k

k k k

     
          

    
 
    

 

 

 3مضیه اثلای پیوست پ.

( در بایع سلد 27(   )26(، )25یا جایگزینی علاری )

ا    یه صلری گی ی ، دهی بصمیما   ، مسئله، ده

  ند زی  بایی  می

 (1)پ

2
1 0 2

1
(1 ) (1 )

2 4

. . 0 1 0 ,

r

p
p k a D k p p a

s t p and a

 
      

 

   

1)را یه صلری  yی ای حی ایت مسئله  )
2

p
y p 

م ی  ا ل رو را  yی  نیم  ی ای ب ییت دامنهب  ی  می

 نیم    یا مقادی  حدی مقایسه حساب می pهسلآ یه 

  نیم:می

 (2)پ
(1 )

0
2 2

y p p

p

 
  


 

(  مقدار2ی )پاز رایبه
1p p  1ی ای  یا

2
یدسآ  

 pرا یا بلجه یه مقادی  مییل   yی،لاهد رمد  دامنه

0p اگ   نیم ب ییت می  0 یاشد، رهگاهy    

1 همچنیت

1
0

8
p p y      1 0p y    

1pدر  yیی ی یت مقدار پس  p رید  یدسآ می 

 ینای ایتمقدار رو ی ای  یا صف  اسآ    می یت
1

0
8

y  

( 12ی )را در رایبه  ا  ی ، دهمسئلهاسآ  در هییجه 

  نیم:یه صلری زی  یازهلیسی می

 (3)پ

2
1 0 2

1

2

1
. . 0 0

8

rMax y k a D k y a

s t y and a

 
    

 

  
 

اسآ، ینای ایت  yیت بایع ص لدی هسلآ یه  rچلو 

1در  yی مقدار یهینه

8
 اسآ  

 (4)پ
*

max

1

8
y y 

 
، اییدا م ی  جزئی د م بایع aی ای یدسآ ر ردو مقدار 

 ر ریم یدسآ می aا    را هسلآ یه ، ده سلد

 (5)پ
32

2
12

1
0

4

r k ya
a

 
  


 
 ینای ایت مقدار یهینه از م ی  ا ل یدسآ ،لاهد رمد:
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 (6)پ
1

22
1 1

1 1
1 0 ( )

2 2

r k ya a k y
a


    


 

ا    ، ده -ینای ایت مقادی  یهینه از یازی اسیکای گ

رهل  یه صلری 
1

2

SRp  ،
1

4

SRw  ،0SRt ،

2

1

8

SR k
a

 
  
 

  
2

2

16

SR k
A

 
  
 

  هسیند 

 

 4اثلای مضیه پیوست ت. 

را یه صلری زی  ب  ی   zی ای حی ایت مسئله، 

را یا بلجه یه م ی  ا ل   مقادی  ی رو  نیم   دامنهمی

  نیم حدی ب ییت می

 (1)ی
(1 )

. . 0 1

z p p

s t p

 

 
 

-یه صلری زی  یدسآ می p ( هسلآ یه1م ی  ا ل )ی

 رید:

1) (2)ی ) 0
z

p p
p


   


 

( مقدار 2پی )دیهااز م 
1p p  اسآ0.5ی ای  یا  

-ب ییت می p را یا بلجه یه مقادی  مییل  zیدامنه

0p   اگ  نیم  0 رهگاه ،یاشدz  همچنیت  

1

1
0

4
p p z      1 0p z   یی ی یت   پس

1pدر  yمقدار  p مقدار رو   می یت رید  یدسآ می

1 ینای ایتی ای  یا صف  اسآ  
0

4
z   اسآ  در هییجه

پ( یه صلری زی  یازهلیسی 21ی )ی را در رایبهمسئله

  نیم:می

 

 (3)ی
1 2( )

1
. . 0 , 0 ,

4

scMax z k a k A a A

s t z a A

    

  
 

sc  هسلآ یهz  یت بایع ص لدی اسآ، چلو

یت مقدار مثلآ اسآ  zهسلآ یه  scم ی  جزئی 

1 2( ) 0sc k a k A
z

 
   

 

 zینای ایت مقدار یهینه   

  ی ای  زی  اسآ

 (4)ی
*

max

1

4
z z  

اییدا ماب یس  a   Aی ای یدسآ ر ردو مقادی  

 ر ریم ه یت رو را یدسآ می

 (5)ی

2 2
1

2

2 2
1

2

0
4

0
4

sc sc

sc sc

k z

a aa Aa
H

k z

A Aa A A

      
   

     
      
   
    

 

( م یت منفی 5ی )یچلو ماب یس ه یت در رایبه

ریند  از م ی  ا ل یدسآ می a   Aی یهینهسآ، مقادی  ا

 پس،

 (6)ی
21

2
1 1

1 1
1 0

2 2

sc k za a k z
a

  
      

  
 

 (7)ی
21

2
2 2

1 1
1 0

2 2

sc k zA A k z
A

  
      

   

 

( 7(   )ی6(، )ی4)ی (،2یا بلجه یه م ادلای )ی

زی  در یازی همکاری یه صلری  P ،a   Aی مقادی  یهینه

 یدسآ ،لاهند رمد 

 (8)ی
1

2

cop  

 (9)ی
2

2

1

8

coA k
 

  
 

 

 (10)ی
2

1

1

8

coa k
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