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اي با شرايط حل دقيق براي معادلات فرکانسي ارتعاشات آزاد شعاعي و عرضي يک ورق دايره
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 ۳کيوان ترابي، ۲يچالشترشهرام حسيني، * ،۱رارانيمحمد حيدري

چکيده اطلاعات مقاله

21/04/1394 دریافت مقاله:

ورق ینن   رضننی و شننعا ی آزاد ارتعاشننا  فرکانسننی هایمعادلننه تحقینن ، اینن  در 17/08/1394 پذیرش مقاله:

سنتررا احن  ديین  بسنته  صنور  و گینردار بنه سناده گاه آزاد،سه نوع تکینه با یادایره

 ورق شنعا ی و  رضنی ارتعاشنا  معنادت  حناکم بنر آوردن بنه دسنت بنرای. اسنت شده

 عادلنهم دو در حالنت ارتعاشنا  شنعا ی، شنده اسنت. اسنتااده همیلتنون اصن  از ایدایره

 تز،روش تجزیننه هلمهننول از اسننتااده بننا شننود کننهحاصنن  می هننم بننه وابسننته یارانسننی د

 جداسننازی روش سنن ب بننا و شننوندمی از یکنندی ر مسننتق  دیارانسننی  معادلننه آن دو

 ورق  رضننی ارتعاشننا  در حالننت. خواهننند بننود يابنن  حنن  تحلیلننی صننور  بننه متغیرهننا

ینن   وسننازی متغیرهنا حنن  شنده معنادت  حنناکم نینز بننا اسنتااده از روش جدا ی،اداینره

آیند. در رابطه ديی  بسته برای معادلنه فرکانسنی بنه ازای هنر شنري منرزی بنه دسنت می

ج های فرکانسننی بننه دسننت آمننده بننا نتننایهننای يعیعننی حاصنن  از معادلننهنهایننت فرکانب

 .المان محدود مقایسه گردیده است

واژگان کليدي:

،یارتعاشا  شعا 

،ی رض ارتعاشا 

وی،دایر ورق

. یدي ح 

قدمهم -۱

ای به دلی  کاربرد زیاد آن در ی ارتعاشا  ورق دایرهمطالعه

های دوار بسیار ياب  صنایع مرتلف از جمله چرخش دیس 

های مرتلف توجه است. به همی  دلی  برای يراحی سازه

های يعیعی آنها در اختیار يراح باشد. باید فرکانب

ها مطرح   ارتعاشا  ورقهای مرتلای برای تحلیتئوری

شده است. همچنی  مطالعا  زیادی در زمینه ارتعاشا  

های يعیعی و شک  مودهای ارتعاشا   رضی و فرکانب

[ مطالعاتی بر روی 2[. ووا ]1 رضی انجام شده است ]

ی بزرگ در ای با تنش اولیهارتعاشا   رضی ورق دایره

[ 3سعیدی ]زاده و است. جمعه گاه کلی داشتهحالت تکیه

ح  ديی  ارتعاشا  آزاد ورق يطا ی همسان رد را بر معنای 

m.heidarirarani@eng.ui.ac.ir*. پست الکترونی  نویسنده مسئول: 

 اصاهاندانش اه ، فنی و مهندسی، دانشکده یاراستاد. 1

دانشجوی کارشناسی ارشد، دانشکده مهندسی مکانی ، دانش اه کاشان. 2

 مکانی ، دانش اه کاشاندانشیار، دانشکده مهندسی . 3

[ 5و  4اند. فرگ و پ  ]تئوری ورق میندلی  بررسی کرده

پاسخ نیروی ورق مستطیلی محدود به تحری  نیروی 

[ 6اند. باردل و همکاران ]ای را بررسی کردهمتمرکز صاحه

مرتلف ارتعاشا  ورق مستطیلی همسان رد با شرایط مرزی 

اند. ریزی و ریتز را مطالعه کرده-با استااده از روش رایلی

[ روش يیای را برای ح  انتشار مو  دو بعدی در 7دوی  ]

[ 8های نیمه متناهی و متناهی ارائه کردند. لو ]محیط

ای نازک همسان رد نامحدود با ارتعاشا  کششی ورق دایره

[ 9مکاران ]های آزاد را تحلی  کرده است. حسینی و هلعه

ح  ديی  ارتعاشا  آزاد ورق ضریم دایروی با استااده از 

اند. بیسادی و همکاران تئوری ورق ردی را بررسی کرده

[ ارتعاشا   رضی ورق حلقوی را با استااده از تئوری 10]
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[ تاثیر 11اند. م  جی و همکاران ]ورق ردی مطالعه کرده

های شعا ی عهتنش مرزی بر روی ارتعاشا  ورق يطا ی با ل

اند. چ  و لیو ارتعاشا  دلرواه را مورد بررسی يرار داده

های آزاد، های مرتلف و لعهای آزاد ورق نازک با شک صاحه

[. ژو و همکاران 12ای را بررسی کردند ]شام  ورق دایره

[ ارتعاشا  ورق نازک دایروی و حلقوی را با روش 13]

[ 14بایر و ایدل ] اند.همیلتون مورد مطالعه يرار داده

ای با ضرامت ثابت و شرایط ارتعاشا   رضی ورق دایره

[ 15. حسینی و همکاران ]اندمرزی مرتلف را تحلی  کرده

ی ای ضریم با هستهارتعاشا   رضی ورق دایروی تیه

اند. همچنی  صلب را به صور  ديی  به دست آورده

يی  ورق [ معادله فرکانسی د16حسینی و همکاران ]

دایروی ضریم با تئوری تغییر شک  برشی مرتعه سوم را 

[ ارتعاشا  آزاد ورق نازک 17اند. لی و یوان ]محاسعه کرده

اند. شریعت گیردار را با استااده از روش گری  مطالعه کرده

[ تنوع ضرامت و ناهم نی ماده بر روی 18و همکاران ]

اند. رار دادهارتعاشا  آزاد ورق دایروی را مورد بررسی ي

[ ح  نیمه تحلیلی ارتعاشا  19نژاد و همکاران ]هاشمی

ای ورق بیضوی حلقوی هم کانون در بستر آزاد صاحه

های اند. در زمینه ارتعاشا  ورقاتستی  را محاسعه کرده

ناهمسان رد از جنب مواد تابعی مدر  نیز تحقیقاتی صور  

تحلیلی [ ح  نیمه 20پور ]است. شعان و  لیگرفته 

ارتعاشا  آزاد ورق مدر  تابعی روی بستر اتستی  را مورد 

[ ارتعاشا  21اند. چاکراورتی و پراهان ]بررسی يرار داده

در محیط گرمایی با شرایط  FGMآزاد ورق مستطیلی 

[ 22پور و شریعت ]اند.  لیمرزی کلی را تحلی  کرده

حلقوی روی بستر اتستی  را به  FGMارتعاشا  ورق 

 اند.وش تیلور و به صور  تحلیلی بررسی کردهر

ها با در اکثر مطالعا  انجام شده، ارتعاشا   رضی ورق

شرایط مرزی متااو  بررسی شده است. در حالیکه 

ارتعاشا  شعا ی ورق دایروی با شرایط مرزی مرتلف به 

صور  ح  بسته ديی  مورد مطالعه يرار ن رفته است. لذا 

عادت  حاکم برای ارتعاشا  شعا ی و در ای  مقاله ابتدا م

ای استررا  و س ب ی  رابطه بسته ديی  رضی ورق دایره

برای معادله فرکانسی هر نوع ارتعاش با شرایط مرزی آزاد، 

 گاه ساده، گیردار استررا  شده است.تکیه

 و استخراج مدل رياضي مسالهبيان  -۲

 ورق  رضی و شعا ی آزاد ارتعاشا  پژوهش، ای  در

 1شده است. شک   بررسی مرتلف مرزی شرایط با ایایرهد

دهد. ای در سیستم مرتصا  يطعی را نشان میورق دایره

u  وv  وw ای به ترتیب جابجایی در راستاهای شعا ی، زاویه

 و  مودی هستند.

یيطع مرتصا  در یارهیدا ورق -1 شک 

ايارتعاشات آزاد شعاعي ورق دايره -۱-۲

 ورق شااعاعي آزاد ارتعاشااات لات حاکم برمعاد  -۱-۱-۲

 ايدايره

ای به صور  جابجایی در مرتصا  استوانه -وابط کرنشر

 شوند:زیر بیان می
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به ترتیب مدول اتستیسیته و ضریب پواسون  υو  Eکه 

هستند. انرژی جنعشی و انرژی پتانسی  برای رفتار تنش 

ای برابر است با:صاحه
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پب از استااده از اص  همیلتون و تئوری حساب تغییرا ، 

شعا ی ی  ورق دایروی معادت  سیستم برای ارتعاشا  

 آید.به دست می
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 روش حل -۲-۱-۲

باشند و ( به یکدی ر وابسته می11( و )10عادت  حاکم )م

 های تحلیلی موجود به سادگی ياب  ح  نیستند. لذابا روش

 تجزیه نام به آنها وابست ی حذف برای جدید روش ی  از

 .]24و  23[شود می استااده زیر صور  به هلمهولتز

0

  

 

u H

H

های برداری و پتانسی  Hو  که در معادت  فوق، 

های بردار جابجایی در اسکالر هستند. بنابرای  مولاه

 .شوندای به صور  زیر محاسعه میاستوانهمرتصا  

1 zH
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( و 10( در معادت  )14( و )13گذاری معادت  )با جای

 آیند.( چهار معادله دیارانسی  زیر به دست می11)

3 2 2

3 2 3 2

3

2 2 2

1 2

1 1

r

r

e E
r rr r r

e
rr r r







      

  
   

  
  

  

3 3

2 3 3

2

2

1 1

1

z z z
r

z
r

H H H
e G

r r r r

H
e

rr


  



  
 
   






3 2

3 3 2

3

2

1 1

1

e E
r rr r

e
r r






 




    

 
  

 
 

 

3 3

3 2 2

2 2

2 3 2 2

1

1 2 1

z z z

z z z

H H H
e G

r r r r

H H H
e

r rr r r

  
 
   

  
  
  










که در روابط فوق، 


 
 21

E
E   است. با ترکیب معادت

و  (، معادت  زیر که بر حسب متغیرهای 18( تا )15)

zH آیند.دست میهستند به

2

2
1

1

c
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2

2
2

1
z zH H
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که در معادت  فوق 
 




2
1 2(1 )

E
c  و


22
G

c .هستند

باشند. از غالعا مسائ  ارتعاشا  دارای رفتار هارمونی  می

ای  جهت با توجه به خطی بودن معادت  حاکم بر 

ارتعاشا  ورق دایروی، تابع زمانی آن به صور  

ˆ    i te شود.در نظر گرفته می

2 2ˆ ˆ 0pk   

1pk، 21در معادله  c باشد.می

شود.می ح روش جداسازی متغیرها  بامعادله فوق 

ˆ ( ) ( )X r   

توان ( در معادله دینامیکی می22با يرار دادن معادله )

معادت  دیارانسی  معمولی را برحسب جابجایی شعا ی و 

محیطی بدست آورد.

2

2

2 2 2 2

1 1
0p
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X X
r r k r k
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( نشان دهنده دو معادله دیارانسی  بر حسب 23معادله )

X و   است. با ح  دو معادله و ا مال شري مرزی دایره

به  لت  ،در صاحه اصلی ریمان مسالهو با توجه به جواب 

2Tدر دوره تناوب  هارمونی  بودن تابع    باید

 روابط زیر در نظر گرفته شود.

)cos(),sin()(  kk

( ) ( )n pX r C J k r

(، جوابی به فرم 20با روشی مشابه، برای ح  معادله )

ˆ i t
z zH H e  شود. بنابرای  معادله در نظر گرفته می

 شود.تعدی  می( به معادله زیر 20)
2 2ˆ ˆ 0z s zH k H  

2sk، 26که در معادله  c. 

در اینجا با استااده از جداسازی متغیرها  همچنی 

 آید:به دست می

ˆ ( ) ( ) zH Y r

)و در نهایت  )  و( )Y r  به صور  زیر محاسعه

 شوند.می

)cos(),sin()(  kk

( ) ( )n sY r D J k r

( و 28( و همچنی  )25( و )24حال با توجه به معادت  )

ˆو  ̂(، متغیرهای 29)
zH شوند.به صور  زیر حاص  می
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ای در حالت گیردار باشد، شرایط در حالتی که ورق دایره

شود.تعریف می مرزی آن در لعه دایره به صور  زیر

 0, 0
r a r a

u v
 
 

(، باید دترمینان 32با ا مال شري مرزی فوق در معادله )

ماتریب ضرایب برابر با صار گردد. بنابرای  معادله فرکانسی 

گاه گیردار به ای در حالت تکیهارتعاشا  شعا ی ورق دایره

.صور  زیر است
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گاه آزاد باشد، ای در حالت تکیهدر حالتی که ورق دایره

ای به صور  زیر تعریف شرایط مرزی آن در حرکت صاحه
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( روابط 32با ا مال شرایط مرزی در ای  حالت در معادله )

شود.ماتریب ضرایب شک  زیر حاص  می
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با يرار دادن ماتریب ضرایب برابر با صار، معادله فرکانسی 

گاه آزاد به ای در حالت تکیهارتعاشا  شعا ی ورق دایره

 آید.دست می
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 ايارتعاشات آزاد عرضي ورق دايره -۲-۲

ای به صور  زیر معادله حاکم بر ارتعاشا   رضی ورق دایره

 .]26و  25[شود بیان می
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با فرض جابجایی  رضی به صور  زیر، ترم زمان از معادله 

شود.( حذف می38)

( , , ) ( , ) i tw r t W r e  

(، داریم:38( در معادله )39با جای ذاری معادله )
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  ( را می40است. معادله )  توان به صور

.دو معادله دیارانسی  خطی زیر تجزیه کرد
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شود. محاسعه می 1W(، پاسخ 44( و )34با ح  معادت  )

نیز محاسعه شده و جواب کلی معادله  2Wبا روشی مشابه، 

دیارانسی  به شک  معادله زیر بدست می آید.
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شرایط مرزی گیردار برای ارتعاشا   رضی به صور  زیر 
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برابر با صار يرار  را (47در معادله ) اگر ماتریب ضرایب

ای با دهیم، معادله فرکانسی ارتعاشا   رضی ورق دایره

 .شودگاه گیردار به شک  زیر محاسعه میتکیه
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گاه ساده در ارتعاشا   رضی، شرایط مرزی در حالت تکیه

ند از:ا عار 
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نشان دهنده گشتاور خمشی است. با  rM که در رابطه فوق،

 ( داریم:45( در معادله )49ری شرایط مرزی )جای ذا

2 2

2 2

2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

r

n n

n n

n n

n n

W

M

J r I r

d J r d I r

d r d r
A

d J r d I r
B

r d r r d r

n n
J r I r

r r

 

 

  

 
 

 
 

 

 
 
    
    
               
       

    
    
     
        

با برابر صار يرار دادن دترمینان ماتریب ضرایب در معادله 

ای با (، معادله فرکانسی ارتعاشا   رضی ورق دایره50)

شود.گاه ساده به صور  زیر محاسعه میتکیه
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گاه آزاد در ارتعاشا   رضی، شرایط مرزی به در حالت تکیه

 .شک  زیر هستند
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نشان دهنده نیروی برشی در ورق است.   Vدر روابط بات، 

 ( داریم:45( در معادله )52با ا مال شرایط مرزی )
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رمینان ماتریب ضرایب، معادله با صار يرار دادن دت

گاه ای در حالت تکیهفرکانسی ارتعاشا   رضی ورق دایره

 آید.آزاد به صور  زیر به دست می
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مدلسازي المان محدود -۳

متر و  5/0ای به شعاع در ای  تحقی ، ی  ورق دایره

از جنب آلومینیوم با خواص مکانیکی  mm 5ضرامت 

مدول اتستیسیته، چ الی و ضریب پواسون به ترتیب شام  

مدلسازی شده  33/0و  GPa 71  ،3kg/m 2700برابر با 

است. در بررسی ارتعاشا  آزاد شعا ی، به دلی  اینکه 
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چهار  CPS4Rارتعاش در داخ  صاحه يرار دارد، از المان 

که بتواند حرکت داخ  صاحه را مدل کند استااده ، گرهی

 S4Rشده است. اما برای ارتعاشا   رضی از المان پوسته 

گرهی، که يابلیت مدلسازی حرکت خار  صاحه را چهار

المان  15388ها، در همه تحلی  است.استااده شدهدارد 

 است.استااده شدهیافته  ارساخت

سازی با یج شعیهدهند که ديت نتاها نشان میتحلی 

استااده از المان مربعی، نسعت به المان مثلثی بیشتر است. 

المان مربعی به دلی  داشت  تعداد گره بیشتر در ی  المان، 

شعیه سازی با ديت بیشتری نسعت به المان مثلثی انجام 

نتایج حاص  از تحلی   ،دهد. به همی  دلی  در ای  مقالهمی

 است. ذکر شده با استااده از المان مربعی

ساده و گیردار  ،شرایط مرزی آزاد ،در ارتعاشا   رضی

شرایط مرزی ساده و  ،اند. در ارتعاشا  شعا یبررسی شده

لذا تنها شرایط مرزی  .گیردار کاملا شعیه یکدی ر هستند

صویری از ورق ت 2اند. در شک  آزاد و گیردار بررسی شده

آباکوس نشان داده  لمان محدودافزار امدلسازی شده در نرم

های بهتر، پوسته به يسمت هایاست. برای تولید مششده

 است. مرتلف تقسیم بندی شده

ای تقسیم بندی شده در نرم افزار مدل ورق دایره -2شک  

  المان محدود آباکوس

نتايج و بحث -4

( و 51(، )48(، )37(، )34های فرکانسی )های معادلهریشه

اند. رافسون محاسعه شده-از روش نیوت  ( با استااده54)

های يعیعی ارتعاشا  آزاد شعا ی و  رضی ی  فرکانب

ای با شرایط مرزی مرتلف محاسعه شده از روش ورق دایره

اند.با یکدی ر مقایسه شده 5تا  1تحلیلی و  ددی در جداول 

گاه گیردار، در ارتعاشا   رضی و ديت نتایج در حالت تکیه

ديت ياب  يعولی است؛ در حالیکه میزان خطا  يولی، دارای

 گاه آزادحالت تکیهگاه ساده، بیشتر بوده و در یهدر حالت تک

های روش شود. یکی از ضعفخطاهای بزرگتری مشاهده می

المان محدود،  دم ديت کافی در مسائ  با شرایط مرزی 

( و 49(، )46مشت  مرتعه بات است. با توجه به معادت  )

های گیردار، ساده و آزاد، به ترتیب دارای گاهتکیه(، 52)

در نتیجه ديت  های مرتعه اول، دوم و سوم هستند.مشت 

گاه ساده بوده و هر گاه گیردار بیشتر از تکیهنتایج در تکیه

 دارند.گاه آزاد ، ديت بیشتری نسعت به تکیهدو

 یارهیدا ورق یشعا  ارتعاشا  یعیيع یهافرکانب -1 جدول

 رداریگ

 شماره مد

(n)

المان 

محدود

هاي معادله ريشه

(۳4)

، *اختلاف

%

0 2/3834 9/3834 02/0

1 5/3361 7/3361 01/0

2 4/5218 4/5219 02/0

3 4/6761 8/6763 04/0

4 3/8126 5/8130 05/0

5 1/9394 2/9401 07/0
المان محدود(-درصد اختلاف= تئوری/)تئوری*

 یارهیدا ورق یشعا  ارتعاشا  یعیيع یهافرکانب -2 جدول

)آزاد( گاههیتک بدون

شماره مد 

(n)

المان 

محدود

هاي معادله ريشه

(۳7)

اختلاف، 

%

1 3/5138 8/5139 03/0

2 2/2348 8/2301 02/2

3 6/3607 2/3614 18/0

4 4/4700 2/4815 38/2

5 3/5725 2/5967 05/4

به ترتیب شک  مودهای  7و  6، 5، 4، 3های در شک 

با شري ارتعاشا  شعا ی با شري مرزی گیردار، شعا ی 

مرزی آزاد،  رضی با شري مرزی گیردار،  رضی با شري 

مرزی ساده و  رضی با شري مرزی آزاد نشان داده شده 

است.
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 یارهیدا ورق ی رض ارتعاشا  یعیيع یهافرکانب -3 جدول

رداریگ

شماره مد 

(n)

المان 

محدود

هاي معادله ريشه

(48)

اختلاف، 

%

1 23/109 12/106 93/2

2 09/174 07/174 01/0

3 71/254 72/254 01/0

4 78/347 74/347 01/0

5 14/453 94/452 04/0

 با یارهیدا ورق ی رض ارتعاشا  یعیيع یهافرکانب -4 جدول

ساده گاههیتک

شماره مد 

(n)

المان 

محدود

هاي معادله ريشه

(5۱)

اختلاف، 

%

1 00/72 7/67 35/6

2 05/128 22/126 44/1

3 69/199 84/197 93/0

4 10/284 14/282 69/0

5 02/381 79/378 58/0

 یارهیدا ورق ی رض ارتعاشا  یعیيع یهافرکانب -5 جدول

(آزاد) گاههیتک بدون

شماره مد 

(n)

المان 

محدود

هاي معادله ريشه

(54)

اختلاف، 

%

1 24/105 39/95 32/10

2 84/175 03/166 90/5 

3 264 73/249 71/5 

4 07/366 29/346 71/5 

5 57/481 46/455 73/5 

گیردار تکیه گاهبا  شعا ی ارتعاشا  -1 شک 

آزاد گاههیتک حالت در شعا ی ارتعاشا  -4 شک 

رداریگ تکیه گاهبا  ی رض ارتعاشا  -5 شک 

ساده گاههیتک با ی رض شا اارتع -6 شک 

آزاد گاههیتک با ی رض ارتعاشا  -7 شک    
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گيرينتيجه -5

در ای  تحقی ، ارتعاشا  آزاد شعا ی و  رضی ی  ورق 

دایروی همسان رد هم   با شرایط مرزی مرتلف در لعه به 

صور  کاملا تحلیلی ح  شده است. معادت  دیارانسی  

حاکم بر ارتعاشا  شعا ی ورق با استااده از اص  همیلتون 

رده شده است. به دلی  وابست ی معادت  به دست آو

دیارانسی  به یکدی ر، از روش تجزیه هلمهولتز برای 

مستق  کردن معادت  استااده شد. س ب معادت  با 

استااده از روش جداسازی متغیرها ح  شدند. در نهایت، 

به ازای هر شري مرزی ی  معادله فرکانسی ديی  استررا  

فرکانسی که همان  ایههای معادلهگردید. ریشه

-های يعیعی ورق هستند با استااده از روش نیوت فرکانب

رافسون محاسعه شد. نتایج ح  تحلیلی با نتایج مدلسازی 

المان محدود مقایسه و ارزیابی شده است. نتایج تحلیلی و 

گیردار و ساده همروانی  هایگاهالمان محدود برای تکیه

گاه آزاد، اختلاف تکیهنسعتا خوبی دارند. اما در حالت 

های يعیعی به دست آمده از ح  تحلیلی و المان فرکانب

باشد. درصد می 10-5محدود برای پنج مد اول در حدود 

دلی  وجود اختلاف زیاد در برخی از مدها، ضعف روش 

المان محدود در ا مال شرایط مرزی وايعی با مشتقا  

 های باتتر است.مرتعه
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