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 چکیده  اطلاعات مقاله

 13/12/1395دريافت مقاله: 

 18/09/1396پذيرش مقاله: 

 
ا در رتوان جسم مورد نظر در جابجايی دينامیکی اجسام، با پرتاب جسم توسط ربات می

فهوم فضای نقاطی بسیار دورتر از فضای کاری قابل دسترس ربات قرار داد. در اين مقاله م

ضا که کاری قابل پرتاب يا فضای کاری جابجايی دينامیکی به صورت مجموعه نقاطی از ف

وردن آگردد. حال جهت به دست باشد، تعريف میها میبه پرتاب جسم در آن ربات قادر

رد نظر تواند جسم موماکزيمم فضای کاری قابل پرتاب يعنی دورترين نقاطی که ربات می

أله پرتاب بهینه ها قرار دهد، لازم است تا در ابتدا مسأله پرتاب بهینه حل شود. مسرا در آن

ش غیر شود که برای حل آن رومسأله کنترل بهینه تعريف می در اين مقاله به صورت يک

دله مستقیم براساس قضیه اساسی حساب تغییرات به کار گرفته می شود. با اعمال معا

پرتاب به صورت يک شرط مرزی متحرک در مسأله، شرايط بهینگی استخراج شده به 

بهینه  پاسخ پرتاب آن ای در خواهد آمد که با حلصورت يک مسأله مقدار مرزی دو نقطه

سبه به دست خواهد آمد. نهايتاً براساس مسأله پرتاب بهینه، يک الگوريتم جهت محا

تک لینکی  سازی برای يک رباتشود. نتايج شبیهمی هماکزيمم فضای کاری قابل پرتاب ارائ

ه نشان شود تا مفاهیم معرفی شده و کارايی روش پیشنهادی در حل مسأله بهینارائه می

 داده شود.

 

 واژگان كلیدی:

 ،جابجايی دينامیکی

 فضای کاری،

 ،ربات تک لینکی

 ،بهینهکنترل 

 .روش غیر مستقیم

 

 

 

 1مقدمه-1

 کیدر علم ربات ديجد یکار ینهیزم کي یکیناميد يیجابجا

که  ،يیجابجا هایمهارت یبه بررس یاست که به طور کل

و ربات  پردازدیربات و جسم است، م نیاز تعاملات ب یناش

 ،یکار یفضا یجسم را به خارج از محدوده سازدیرا قادر م

به ساده و کم  توانیآن م یاي[. از جمله مزا1پرتاب کند ]

 یريپذانعطاف شيافزا ،یکیمکان زاتیبودن تجه نهيهز

[. 2انتقال اشاره کرد ] نديشدن فرآ ترعيو سر هاستمیس

هدف  یپرتاب کننده برا لياز وسا یاديز هایمدت یبرا

                                                 
 anikoobin@semnan.ac.ir* پست الکترونیک نويسنده مسئول: 

 ، دانشگاه سمنانمکانیک ی، دانشکده مهندسيارستاد. ا1

 ، دانشگاه سمنانمکانیک یدانشکده مهندسکارشناس ارشد، . 2

 ، دانشگاه سمنانمکانیک یدانشکده مهندس. دانشجوی دکتری، 3

 میر کبیر. دانشجوی دکتری، مهندسی مکانیک،  دانشگاه ا4

به  توانیاست که م شدهیاستفاده م یورزش یآموزش

[، 4] زیم یرو سی[، تن3] سیپرتاب توپ تن هاینیماش

[ و... اشاره کرد. از 6[ و توپ گلف ]5فوتبال ] هاینیماش

 گرفته انجام کنندهربات پرتاب نهیکه در زم یقاتیتحق گريد

 که در ادامه آمده است اشاره نمود. یبه موارد توانمی است،

 یها ریو کنترل مستقل متغ یو همکاران به بررس یمور

 یدرجه آزاد کيدر پرتاب، توسط ربات  یکینماتیس

 با را پرتاب مسأله همکاران و فرانک[. 1] اندپرداخته

 یدرجه آزاد کيربات  کي یرگرفتن مقاومت هوا، برادرنظ
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 یروش کنترل کيو همکاران  شوجی[. 7] اندکرده یبررس

 یحرکت پرتاب یرا برا داريصفر ناپا کیناميبراساس مفهوم د

و همکاران  ناکازاکی[. 8] اندارائه داده ینکیربات دو ل کي

 سبد داخل به توپ پرتاب همکاران و هو [ و9پرتاب دارت ]

 و مکارم[. 10] اندقرار داده بررسی مورد را بسکتبال

پرتاب اجسام  سازینهیو به یمدلساز بررسی به همکاران

و همکاران چند مثال از  زادهگی[. ب11] اندداختهفعال پر

در آن جسم تحت  که اندکرده یرا بررس یکیناميد يیجابجا

 مجدی[. اکبر12] کندیحرکت م یریوزن خود در مس ریتأث

 یاجسام چند ضلع یکیناميد يیو همکاران بحث جابجا

[ و 13پشت سرهم ] یدرجه آزاد کي یتوسط بازوها

 ی[ را مورد بررس14] یدو ربات سه درجه آزاد نیهمچن

 يیجابجا یو همکاران به بررس زادهیردتاروي. اندقرار داده

به  رپذيانعطاف یکیمکان یبازو لهیبه وس اءیاش یکیناميد

[ و 15] ینکیلربات تک یبرا یو عمل یصورت تئور

-صلب ینکیربات دو ل یبرا نهیبه ریمس یطراح نیهمچن

[. 16] اندپرداخته ،یکیناميد يیبا هدف جابجا رپذيانعطاف

انسان را  یشده از بازو یو همکاران ربات الگوبردار نزیچاي

 یاست، برا یکه براساس صفر خروج یطبق روش کنترل

[. فرنک و همکاران به 17اند ]کرده یبررس یحرکت پرتاب

 اندپرداخته یدرجه آزاد 6پرتاب جسم، توسط ربات  یبررس

ها، طراحی های افزايش کارايی رباتيکی از روش[. 18]

تا کنون طراحی مسیر حرکت  باشد.مسیر بهینه می

های ، طراحی مسیر حرکت ربات[27]های سری ربات

و يا  [19]يابی به پايدارترين حرکت متحرک جهت دست

در تحقیقات  [20]ی يدک کش هاطراحی مسیر برای ربات

های انجام شده، طراحی با بررسی گذشته انجام گرفته است.

ها جهت رسیدن به يک پرتاب بهینه مسیر برای ربات

 ریمس یمسأله طراح یطور کل به تاکنون انجام نشده است.

نمود که  ليتبد نهیمسأله کنترل به کيبه  توانیرا م نهیبه

حل آن وجود دارد  یبرا میمستق ریو غ میدو روش مستق

حالت و کنترل،  یرهایابتدا متغ می[. در روش مستق21]

 سازینهیمسأله به کيبه  نهیشده و مسأله کنترل به کیتفک

 سازینهیبه هایتمياز الگور سپس. شودیم ليتبد یپارامتر

 یبرا رهیو غ کیژنت تميشده، الگور یساز هیشب ديتبر رینظ

روش  .[22]شوندیپارامترها استفاده م نهیمحاسبه مقدار به

بر اساس روش  ق،یروش دق کيبه عنوان  میمستق ریغ

 يیبالا اریبس يیباشد و سرعت همگرا یم راتییحساب تغ

 یپارامتر سازینهیمسأله به کيدارد که ابتدا مسأله را به 

 کیحالت و کنترل، تفک یرهاینموده و سپس متغ ليتبد

 نیاگيپونتر ممینیاز اصل م ینگیلازم به طيشده و شرا

 توانیم نهیبه ریمس ی[. در طراح24-23] شودیاستخراج م

را در نظر گرفت که شامل گشتاور  یتوابع هدف مختلف

-یم رهیو غ نهیمحرکت، توان ک نهیمدت زمان کم نه،یکم

 ریمس یطراح نهیانجام شده در زم هایتی. از فعالباشد

که در ادامه  یبه مقالات توانیم م،یمستق ریبه روش غ نهیبه

 آمده است، اشاره نمود.

 نکیبا ل يیبازو یهاربات ی[ برا25و همکاران ] وليبسکار

صلب  یربات سر کي یو همکاران برا سیکال ر،پذيانعطاف

با مفاصل  يیبازو ربات ی[ برا27و همکاران ] ی[، صالح26]

ربات  ی[ برا28و همکاران ] یقاسم نیو همچن ريانعطاف پذ

نه یزمان به ریمس یطراح یبرا میمستق ریاز روش غ ،یرس

 نهی[ بالانس به29و همکاران ] نیکوبنی. انداستفاده کرده

اند. را با استفاده از جرم و فنر ارائه کرده یسر یهاربات یبرا

 یربات کابل یبرا نهیبه ریمس یو همکاران به طراح ميکورا

متحرک  یهاربات[ و 31] يیفضا ی[، ربات کابل30معلق ]

[، با روش 32] ريانعطاف پذ هایو مفصل هانکیبا ل

 یديو همکاران روش جد یپرداخته اند. قربان میرمستقیغ

 یپرواز یشناور تندرو کي یبرا نهیبه ریمس یطراح یرا برا

انجام شده در  یکارها یبررس با[. 33] اندداده شنهادیپ

انجام شده  یکارها نیو همچن نهیبه ریمس یطراح نهیزم

 یکه تاکنون برا شودی، مشاهده ممیمستق ریبه روش غ

قرار  یمورد بررس نهیپرتاب کننده، پرتاب به یهازمیمکان

 میمستق ریکار با روش غ نيمقاله ا نينگرفته است. در ا

 یبه نام فضا یديانجام گرفته و علاوه بر آن به مفهوم جد

 ده،يو حل نگرد یقابل پرتاب که تاکنون بررس یکار

پرداخته شده است. با توجه به محدوديت گشتاور موتورها، 

 شودیپرتاب م یجسم مورد نظر در يک محدوده مشخص

شده  یقابل پرتاب معرف یکار یکه در اين مقاله به نام فضا

 یکیناميادامه، ابتدا با به دست آوردن معادلات د دراست. 

تابع هدف و  کيو سپس با در نظر گرفتن  ینکیربات تک ل

بدست آمده  نیلتونیشبه حالت، تابع هم یرهایمتغ فيتعر

حساب  یاساس هیبا استفاده از قض ینگیلازم به طيو شرا

. شودیاستخراج م اگنيپونتر مومینیو اصل م راتییتغ

را  یادو نقطه یمسأله مقدار مرز کيآمده،  دستمعادلات ب

در نرم افزار  bvp4cبا استفاده از دستور  دهندکهیم لیتشک

 یبرا نهیبه ریمس ی. در ادامه مسأله طراحشودیحل ممتلب 

سپس با ارائه . شودیدر نظر گرفته م ینکیتک ل زمیمکان
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 .شودپرتاب ربات پرداخته می یکار یفضا، به تميالگور کي

 يیدقت و کارآ زانیانجام گرفته م هایسازیهیبا شب تاً ينها

 .شودیشده نشان داده م شنهادیروش پ

 فرمولاسیون مسأله در حالت كلی -2

 استخراج كلی معادلات دینامیکی -2-1

 تواندرجه آزادی را می 𝑛يک ربات بازويی معادلات حرکت 

به شکل خلاصه  با استفاده از روش لاگرانژ استخراج کرده و

 [. 34( نوشت]1معادله )

(1) ( ) ( , ) ( )  M q q C q q q G q u  

nکه  nM 1 اينرسی، ماتريس( , ) nC q q q  بردار

اثرات جاذبه  1nGنیروهای کريولیس و جانب مرکز، 

ها يا يافته اعمالی توسط محرکنیروهای تعمیم 1nuو

ترتیب موقعیت و نیز به qو  qباشد. گشتاور ورودی می

 باشند.ای مفاصل به صورت زير میسرعت زاويه

 

 

1 2 1 2

1 2 1 2

[ , ,..., ]

[ , ,..., ]

T T

n n

T T

n n

q q q

q q q

  

  

  

 

q

q

 

 استخراج شرایط لازم بهینگی -2-2

دلات برای بیان مسأله کنترل بهینه، در ابتدا لازم است معا

 حرکت ربات به فرم فضای حالت نوشته شوند. انتخاب

ا رای باشد که حرکت جرم بازو گونهمتغیرهای حالت بايد به

طور کامل تبیین نمايد. با انتخاب موقعیت و سرعت  به

 (2عنوان متغیرهای حالت طبق رابطه )ای بازو بهزاويه

(2)   1

2

   
    

  

x q
x

x q
   

 که
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x
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( 3( به شکل فضای حالت مطابق با رابطه )1حرکت )معادله 

 شود.بیان می

(3) 

   

1

2

2

1

1 1 2 2 1, ( )


 
 
 
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  
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M x u C x x x G x

 

 .( نوشت4توان به فرم خلاصه معادله )( را می3معادله )

(4) ( , )tx F x,u  

 که در آن 

(5) 

   

1

2

2

1

1 1 2 2 1, ( )

f

f




 
 
 
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  

      
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x

M x u C x x x G x

 

توان به صورت حال مسأله طراحی مسیر بهینه بازو را می

مجموعه کنترل قابل  𝑈̅مسأله کنترل بهینه بیان نمود. اگر 

𝑡ی زمانی قبول در بازه ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓]  باشد، مسأله بهینه

𝑢∗(𝑡)سازی يافتن ∈ 𝑈̅ ،  به طوری که سیستم داده شده

 ( را مینیمم کند.6( تابع هدف )4در رابطه )

(6)   
0

,

f
t

t

J L t t dt  u  

-های اولیه و نهايی معلوم میزمان  𝑡𝑓و  𝑡0در اين معادلات

تابع هدف و در حالت کلی تابعی از سیگنال  𝐿باشند و 

در ادامه با تعريف بردار  باشد.ها میکنترل گشتاورها و حالت

 (7شبه حالت به صورت رابطه )

(7) 3

4

 
  
 

x
ψ

x
 

 شود.( تعريف می8تابع همیلتونین به صورت رابطه )

(8) TH L ψ F  

یلتونین (، تابع هم8(، در رابطه )7( و )5با جايگذاری روابط )

 آيد.( به دست می9به شکل معادله )

(9) 
3 2

1

4 1 1 2 2 1( ) ( ( , ) ( ))

H L



 

  

x x

x M x u C x x x G x
 

 حال با استفاده از قضیه اساسی حساب تغییرات در صورتی

 که محدوديتی روی سیگنال کنترل وجود نداشته باشد برای

 ( برآورده12( تا )10، بايد معادلات )Jکمینه شدن تابع 

 [.35شود ]

(10) 
H




x
ψ

 

(11) H
 


ψ

x
 

(12) 
0

H


u
 

، شرايط (11)و  (10)در روابط ( 9با جايگذاری معادله )

 آيد. دست میبه (13)بهینگی براساس رابطه 
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(13) 

1 2x x  

   1

2 1 1 2 2 1, ( )    x M x u C x x x G x  

3

1

H
 


x

x
 

4

2

H
 


x

x
  

 (14حال با تعريف تابع هدف به صورت رابطه )

(14) 21

2
L u  

کنترل بهینه به صورت ( قانون 12با استفاده از معادله )

 آيد. ( به دست می15معادله )

(15) 1

4 10 ( )
H 

   


u x M x
u

 

باشد. با توجه به اينکه موتور هر ماتريس اينرسی می 𝐌که 

مفصل دارای منحنی عملکرد مشخصی است و در يک 

کند لذا محدوده کنترلی قابل محدوده مشخصی کار می

 شود.می ( تعريف16رابطه ) صورتبه U̅قبول 

(16)     U u U u U 

به ترتیب حد پايین و بالا  +Uو  −U( 16که در رابطه )

در صورت باشند. سیگنال کنترل اعمال شده به سیستم می

وجود محدوديت روی تابع کنترل ورودی، اصل مینیمم 

، Jکند که برای مینیمم شدن تابع هدف پونترياگن بیان می

𝐮∗(𝑡)کنترل بهینه  ∈ U̅ .بايد همیلتونین را مینیمم کند ،

𝐮( بايد به ازای هر 17به عبارت ديگر رابطه ) ∈ U̅  و𝑡 ∈

[𝑡0, 𝑡𝑓] [در معادلات بالا نماد )35برقرار باشد .]* مقادير )

 دهد.بهینه را نشان می

(17)    * * * * *, , , , , ,H t H tx u ψ x u ψ  

بهینه ( قانون کنترل 17در اين صورت، با استفاده از معادله )

 شود.( بیان می18به صورت معادله )

(18) 1

4 1( )

 

  

 

 


   




U u U

u x M x U u U

U u U

 

 در (15گشتاور بهینه حاصل از معادله ) کردن جايگزين با

 اول معمولی مرتبه ديفرانسیل معادله (، چهار13) معادله

آيد که دو شرط مرزی آن مطابق می دستبه غیرخطی

 باشد.( در ابتدای مسیر می19رابطه )

(19) 1 0 2 0(0) , (0) x q x q  

با توجه به اينکه برای پرتاب جسم به يک نقطه، زوايا و 

برای [، 35]شماری وجود دارد، مطابق های پرتاب بیسرعت

 بهینه، شرط مرزی متحرک سرعت پرتاب يافتن زاويه و

برای شود. برای يافتن دو شرط انتهايی به کار گرفته می

عنوان اول، معادله مسیر پرتاب را بهشرط مرزی انتهايی 

بريم تا در انتهای مسیر کار میشرط مرزی متحرک به

حرکت پنجه ربات، پرتابه در زاويه بهینه به مسیر پرتاب 

 شود.می کار گرفته( به20رهنمون گردد. لذا معادله قیدی )

(20) ( ( )) 0i fw t x 

باشد. همان معادله مسیر پرتاب می w(، 20که در معادله )

( 21از رابطه ) 𝑑شرط مرزی انتهايی ديگر نیز با حذف 

 [.  35گردد ]محاسبه می

(21) 
 

 

1

1( ) ( )

... ( )

f f

k

k f

w
P t d t

w
d t

 
    

 
   

x
x

x
x

 

به ترتیب قیدها و متغیرهای حالت و  xو  𝑤که در آن 

شرايط مرزی ( به همراه 13باشند. چهار معادله )کنترل می

 دهند. ای را تشکیل میدو نقطه مرزی مقدار فوق، يک مسأله

 بیان مسأله برای ربات تک لینکی -2-3

را نشان  𝜑يک ربات تک لینکی با زاويه پرتاب  (1)شکل 

دهد که در هنگام پرتاب جرم پرتابه به صورت عمود از می

 شود. پنجه رها می

L

M

 c
L

x

y



 
 𝜑با زاويه پرتاب  ربات تک لینکی -1شکل 

دست ( به22)از معادله   𝜑و 𝑥0 ،𝑦0 ،1شکل  با توجه به

 :خواهند آمد

(22) 

0

0

01

0

cos

sin

tan ( )
2

yor

x

x l

y l

V

V






   






   
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به ترتیب زاويه پرتاب،  𝑦0و  𝜑، 𝑥0(، 22که در رابطه )

مختصات افقی و عمودی انتهای لینک يا نقطه شروع پرتاب 

با محاسبه انرژی جنبشی و پتانسل ربات و  باشند.می

 معادله دينامیکی ربات تک لینکی استفاده از روش لاگرانژ، 

 .]34[آيد ( به دست می23به صورت رابطه )

(23) 

2
2( )

4

( )
2

p

p

ml
I m l

m
m glcos c



  

 

   

 

به ترتیب جرم پرتابه، ضريب  𝐼و  𝑚𝑝، 𝑐، 𝑚 ،𝑙که در آن 

 باشند.لینک میمیرايی، جرم، طول و ممان اينرسی 

ونین (، فرم فضای حالت و همیلت13( و )5با توجه به روابط )

( به 25( و )24ترتیب طبق رابطه )معادله دينامیکی، به

 آيد.دست می

(24) 

2

2 1

2
2

cos
2

4

p

p

x

mgl
cx m gl x

ml
I m l



 
 

     
  
 
 
 





x 

(25) 

3 2

2 1

4 2
2

( )
2

4

p

p

L x x

mgl
cx m gl cosx

x
m

l

H

l
I m





 
 
 




  



 
 

 


 

 

 ، معادلات(13( در معادلات )25با جايگذاری همیلتونین )

 آيد:دست می( به26بهینگی مطابق )

 

 

 

 

 

 

(26) 

1 2

1 3

H H
x x

x

 
  
 

 

2

2 4

22
2

1

1

1
(

( )
4

cos
cos )

2 2

p

p

H H
x

x

cx
ml

I m l

mgl xl
m g x





 
 
 

 

 

 

 

3 1

1

4
12

2

1

( sin

( )
4

sin
)

2

p

p

H
x

x

x
m gl x

ml
I m l

mgl x




  


 

 



 

 

 

 

 

 

 

1 2

1 3

H H
x x

x

 
  
 

 

4 2

2

4

3 2
2( )

4
p

H
x

x

cx
x

ml
I m l




   


 

 

 

( 27توان قانون کنترلی بهینه را مطابق معادله )حال می

 نوشت:

(27) 
4

2
2

0

4
p

xH
u

u ml
I m l


   

  
  

 

 

 ر( د27گشتاور بهینه حاصل از معادله ) کردن جايگزين با

 غیرخطی اول معمولی مرتبه ديفرانسیل معادله ( چهار26)

آيد که حل آن مستلزم اعمال چهار شرط مرزی می دستبه

مسیر  شرايط مرزی در ابتدای باشد.در نقاط ابتدا و انتها می

است. برای شرط نظر گرفته شده ( در19ی )طبق رابطه

 (28مرزی در انتهای مسیر، معادله پرتابه )

(28) 

2

0

0 02 2

0

( )
( ) tan

2 cos

0

f

f

f

g x x
x x y

V

y





  

 

 

شود تا عنوان شرط مرزی متحرک در نظر گرفته میبه

وسیله آن زاويه بهینه پرتاب محاسبه گردد. با توجه به به

tanقیدی سیستم دارای اينکه معادله 𝜑  باشد و میtan 

منظور اجتناب از نقاط تکین، با دارای نقاط تکین است، به

( را 28های معمول، معادله قیدی رابطه )سازیهانجام ساد

 خلاصه کرد. (29) بعد به صورت رابطهتوان به صورت بیمی

(29) 

2

0

2

2 sin ( cos sin 1)

( cos ) 0

f f

f

x y
V

l l

x
gl

l

  



  

  

 

2 که در آن 2

0V x y  ،𝑥𝑓  و𝑦𝑓  سرعت به ترتیب

باشند. شرط پرتابه، مختصات افقی و عمودی نقطه هدف می

از  d( با حذف 21انتهايی ديگر نیز با استفاده از رابطه )

 .آيد( به دست می30روابط )

مرزی  شرط معادلات بهینگی بهدست آمده در کنار دو

، يک (30( و )29)دو شرط انتهايی  و (19) ابتدای مسیر

 ادهاستف ای را تشکیل داده که بادو نقطه مرزی مقدار مسئله

 باشد.متلب قابل حل می افزار نرم در bvp4c دستور از
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(30) 

3

1

2 2 2

2 2 2

2 2

4

2

2 2

2

( gsin ( cos )

cos ( cos )

sin ( cos )

2 cos sin ( sin ))

(2 sin ( sin )

2 cos sin ( cos ))

f

f

f

f

f

f

w w
x d d

x

d l x l

l x l

l x l

l y l

w w
x d d

x

d l y l

l x l



 

  

  

   



  

   

 
  

 

  

 

 

 

 
  

 

  

 

 

 ایسازی برای ربات تک لینکی صفحهشبیه -3
ای سازی برای ربات تک لینکی صفحهشبیهدر اين بخش 

-آورده شده است، ارائه می 1که مشخصات آن در جدول 

 شود. 
 پارامترهای عددی مربوط به ربات تک لینکی  -1جدول 

 حدوا مقدار پارامتر

 m 0.5 طول لینک

 kg 1 لینک جرم

 kg 0.5 جرم پرتابه

 2kgm 0.02083 ممان اينرسی

 N.s/m 0 ضريب میرايی

 rad 0 زاويه اولیه

 rad/s 0 سرعت اولیه
 N.m 12 گشتاور ورودی

شماتیکی از نحوه پرتاب توسط ربات تک لینکی  (2)شکل 

 دهد.را نمايش می

به منظور صرف نظر کردن از قیدهای موجود در لحظه رها 

توان مجری می (2)سازی جسم از بازوی ماهر، مطابق شکل 

فت ای در نظر گرصورت دو انگشتی با تماس نقطهنهايی را به

حه ها در راستای عمود بر صفکه در زوايه مورد نظر آرواره

و  ]8[کند پرتاب به صورت آنی باز شده و جسم را رها می

]17[. 

 
 شماتیک پرتاب توسط ربات يک درجه آزادی -2شکل 

 

تصات برای دو نقطه فرضی با مخبتدا پرتاب بهینه در ادامه ا

الگوريتمی برای محاسبه  گیرد. سپسمعلوم انجام می

ائه ماکزيمم فضای کاری قابل پرتاب برای ربات تک لینکی ار

شده و و به بررسی ماکزيمم پرتاب در راستای افقی و 

 شود. در آخر نیز به بررسی پرتاب درعمودی پرداخته می

 اخته خواهد شد.هر راستا با زاويه دلخواه پرد

 نقطه معلوم یک به جسم پرتاب بررسی -3-1

های فرضی، در اين بخش مسیر بهینه برای نقطه

در فضای کاری ربات، به ازای تابع  (3,0)و   (3,0−)مانند

های موجود در جدول آيد. از دادههدف داده شده بدست می

( و 29(، )19( و شرايط مرزی )26و هم چنین معادلات ) 1

شود. موقعیت و سرعت (، برای پرتاب بهینه استفاده می30)

𝑡ای ربات در زمانزاويه = 𝑡𝑓و در زمان  0برابر   0 =

0.5𝑠   هر دو با حل معادلات تحت شرايط مرزی مورد نظر

های بهینه به پرتاب (4)و  (3)های شکلشود. محاسبه می

-دو نقطه در جهت های مثبت و منفی محورها را نشان می

 دهد.

 
 (3,0−)پرتاب بهینه به نقطه  -3شکل         

 
 (3,0)پرتاب بهینه به نقطه  -4شکل     

 

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

-1

-0.5

0

0.5

1

X (m)

Y
 (

m
)

 

 

J = 5.5298

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

X (m)

Y
 (

m
)

 

 

J = 7.5342
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 (3,0-) دست آمده برای پرتاب به نقطه معلومزاويه بهینه به

باشد که مقدار تابع هزينه آن درجه می 142-برابر با 

J=5.53  .به منظور بررسی صحت نتايج بهینه سازی است

( و 31صورت رابطه )( به29فوق، با بازنويسی رابطه )

توان مقدار جايگذاری مختصات نقطه هدف در آن می

سرعت در لحظه آغاز پرتاب يا همان سرعت انتهايی ربات 

( 31) صورت تابعی از زاويه پرتاب با استفاده از رابطهرا به

 محاسبه نمود.

(31) 0

cos

2sin cos sin 1

f

f f

x
gl

l
V

x y

l l



  

 
  

 


 
    

 

 

های مختلف پرتاب و بدست آمدن با اعمال زاويه 

 های پرتاب متناظر با آن، يک مساله مقدار مرزی دوسرعت

گردد. با ای با شرايط مرزی انتهايی معین تشکیل مینقطه

 دارحل مساله مقدار مرزی به ازای زوايای پرتاب مختلف، مق

دار تابع هزينه متناظر با هر زاويه و در نتیجه کمترين مق

ع نمودار تاب (5)دست آورد. شکل توان بهتابع هزينه را می

ی دست آمده به ازای زوايای مختلف پرتاب را براهزينه به

 دهد.نمايش می (3,0-)نقطه هدف با مختصات معلوم 

ه زاويه بهینه پرتاب برای حالت حرکت نقط (5)مطابق شکل 

 ودرجه  142-به نقطه با شرايط مرزی انتهايی معین برابر 

اصل که برابر با نتايج ح است J=5.53تابع هزينه متناظر آن 

از حل مساله مقدار مرزی با شرط انتهايی متحرک در 

  باشد.می (3)شکل

 
 حرکت نقطه بهتابع هزينه بر حسب زوايای پرتاب در  -5شکل 

 نقطه با شرط انتهايی معین

 فضای كاری قابل پرتاب برای ربات تک لینکی -3-2

به دست آوردن مسیر بهینه يک مسأله پرکاربرد بوده که در 

مورد توجه قرار  ]29-22[و  ]18[بسیاری از تحقیقات نظیر 

محدوده  است. موتورها به دلیل محدوديت گشتاور، درگرفته

در اين مقاله با باشند که پرتاب جسم میمشخصی قادر به 

  نام فضای کاری قابل پرتاب ربات، معرفی شده است.

 در ادامه الگوريتمی جهت محاسبه فضای کاری قابل پرتاب

شود. نشان داده شده است، پیشنهاد می (6)که در شکل 

ت هدف اين است که الگوريتم مورد نظر با تکرار کم با دق

 بهینه همگرا شود.قابل قبولی به جواب 

 Aتدريجی از يک مقدار اولیه اساس کار الگوريتم رسیدن 

در امتداد افقی و قائم و در حالت به حداکثر پرتاب جسم 

در  𝛾 که زاويهباشد، می 𝛾 زاويهکلی تر در امتداد دلخواه با 

 .نشان داده شده است (7)شکل 

حل ای، نیاز به يک برای حل مسأله مقدار مرزی دو نقطه

باشد. در الگوريتم مورد نظر اولیه برای شروع فرآيند حل می

برای  Aدست آمده برای پرتاب به نقطه از حل بهینه به

حل اولیه شامل حدس  است.ايجاد حل اولیه استفاده شده

𝑡حالتها به ازایها و شبهاولیه برای حالت ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓]  به

 شود.( در نظر گرفته می32صورت رابطه )

           

start

Select:   

γ,Presol,ed,e,tf,(x,y)

e*=e

k=1,s=1,j=0

e*< ed

xf max  

yf max 

s=s+1

Solve bvp with

Initial solution

Presol

e=e/k

xf = x-e.cos(γ)

yf = y+e.sin(γ)

j=j+1

e*=e

PreSol=Sol

k=1

Is bvp

Solved?

End

Y

N

N

Y

k=k+1

xf = x+e.cos(γ)

yf = y-e.sin(γ)

       
 الگوريتم محاسبه فضای کاری پرتاب -6شکل
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 نمايش زاويه  -7شکل 

(32) 
1 2 3 4

PreSol

pre pre pre prex x x x



  
 

ای دست آوردن دورترين نقطههدف الگوريتم مورد نظر به

است که ربات بتواند جسم را به آن نقطه پرتاب کند. به اين 

در نزديکی ربات  Aای مانند نقطه (7)منظور، مطابق شکل 

نقطه رسم  از اين 𝛾شود و خطی با زاويه در نظر گرفته می

کند. گردد. نقطه هدف بر روی خط رسم شده تغییر میمی

يابد و در صورت حل مساله افزايش می eابتدا مسافت با گام 

افزايش يافته و مجددا  Bی کاری تا نقطهبا اين گام، فضای

 .در نظر گرفته خواهد شد برای حل 𝑒نیز گام  بعد مرحله در

مسأله با گام  در مرحله بعد، در صورت غیر قابل حل بودن

 کاهش 𝑒/𝑘 صورت به 𝑒مقدار  ،𝑘افزايش  مورد نظر، با

کاری به ، فضای𝑒/𝑘با حل مجدد مساله با گام  يابد تامی

تا زمان غیر  𝑒/𝑘حل مساله با گام  .افزايش يابد Cی نقطه

يابد که برای قابل حل شدن قابل حل شدن مساله ادامه می

𝑒/𝑘مساله، گام به  + کاری به نقطه کاهش يافته و فضای 1

D مقدار  که يابد. روند مذکور تا زمانیافزايش میe  در

𝑒 = 𝑒∗  به محدوده دقت مورد نظرde يابدمی برسد ادامه. 

در راستای  Fبه اين طريق محاسبه حداکثر پرتاب تا نقطه 

  .گرددمی تضمین 𝑒𝑑دقت  با 𝛾زاويه 

و  (6)مراحل طی شده توسط الگوريتم شکل  (8)در شکل 

 است. نحوه همگرايی آن به جواب نشان داده شده

هايی که مساله مقدار مرزی به ازای آنها حل مسافت

هايی که مساله حل و مسافت ’+‘است با علامت شده

همان گونه که در  است.شدهنشان داده ’*‘است با نشده

گردد در مرحله اول، حل به ازای ملاحظه می 8شکل 

 eانجام شده و سپس در هر مرحله به اندازه  x=-3مسافت 

 x=-12گردد تا در تکرار چهارم مقدار به مسافت اضافه می

شود. با توجه به محدوديت گشتاور، به ازای اين مسافت 

دست آمده غیر  به xايجاد شده، مساله غیر قابل حل بوده و 

پله به پله کاهش  eباشد. در مرحله بعد مقدار قبول میقابل 

گردد. يابد تا مجددا در تکرار ششم مساله قابل حل میمی

يابد تا نهايتا فضای کاری بهینه در حل مساله ادامه می

 آيد.دست می به x=-10.25مرحله دوازدهم برابر 

 
 فضای کاری بدست آمده در امتداد افق در هر تکرار -8شکل 

 ماكزیمم پرتاب جسم در جهت افقی -3-3

 اين قسمت به بررسی ماکزيمم پرتاب در راستای افقی،در 

، با قرار (6)پرداخته شده است. با توجه به الگوريتم شکل 

𝛾دادن  = حداکثر پرتاب در راستای افقی محاسبه  ،0

 گردد.می

ماکزيمم پرتاب در راستای افقی را نمايش  (9)شکل 

 دهد. می
 

 
 xماکزيمم پرتاب در راستای  -9شکل 

عنوان هدف به (3,0-)، با انتخاب مختصات (9)مطابق شکل 

شروع شده و سپس با توجه به  eاولیه، پرتاب با گام 
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محدوديت گشتاور با کوچک شدن گام توسط الگوريتم به 

در راستای  (10.25,0-)کاری با مختصات ماکزيمم فضای

 است. افق همگرا شده

و سرعت موقعیت  نموداربه ترتیب  (11)، (10)های شکل

 دهند. های مختلف نمايش میای ربات را در زمانزاويه

ای برای موقعیت و سرعت زاويه (11)و  (10)های در شکل

تا رسیدن به ماکزيمم فضای کاری  (3,0-)پرتاب به نقطه 

 اند. افقی با در نظر گرفتن محدوديت گشتاور رسم شده

های مختلف گشتاور ربات را به ازای پرتاب (12)شکل 

     مشاهده (12)گونه که در شکل همان دهد.نمايش می

کاری قابل پرتاب، با رسیدن شود در نزديکی مرز فضایمی

ای و منحنی گشتاور به مقادير حدی تعیین شده، حالت پله

 (9)با توجه به شکل  گردد کهيا همان بنگ بنگ ايجاد می

ای که ربات در جهت منفی محور افقی، تحت لهحداکثر فاص

𝑢 12گشتاور = -متر می 25/10تواند پرتاب کند، می  ±

 باشد.

 
 ای لینک بر حسب زمانموقعیت زاويه -10شکل 

 
 ای لینک بر حسب زمانسرعت زاويه -11شکل 

 ماكزیمم پرتاب جسم در جهت عمودی -3-4

اين قسمت به بررسی و محاسبه ماکزيمم پرتاب در در 

نمايش طريقه  (13)پرداخته شده است. شکل  قائم،راستای 

که با قرار دادن  باشدپرتاب جسم در جهت عمودی می

𝛾 90مقدار  -می حداکثر پرتاب در اين راستا به دست =

 .آيد

  
 گشتاور لینک بر حسب زمان -12شکل 

 
 yنمايش پرتاب جسم در راستای  -13شکل 

عنوان به (3,0-)، با انتخاب مختصات (13)مطابق شکل 

 شروع شده و سپس با توجه به eهدف اولیه، پرتاب با گام 

محدوديت گشتاور با کوچک شدن گام توسط الگوريتم به 

در راستای قائم  (3,5-)ماکزيمم فضای کاری با مختصات 

 همگرا شده است. 

ای ربات برای پرتاب عمودی نمودار موقعیت و سرعت زاويه

های به ازای پرتاب (15)و  (14)های ترتیب در شکلبه

 (15)و  (14)های در شکلمختلف نشان داده شده است. 

تا  (3,0-)ای برای پرتاب به نقطه موقعیت و سرعت زاويه

رسیدن به ماکزيمم فضای کاری عمودی با در نظر گرفتن 

گشتاور ربات  (16)يت گشتاور رسم شده است. شکل محدود

 دهد.های مختلف نمايش میرا به ازای پرتاب
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 ای لینک بر حسب زمانموقعیت زاويه -14شکل 

 
 ای لینک بر حسب زمانسرعت زاويه -15شکل 

( نیز مانند حالت پرتاب افقی، منحنی گشتاور 16در شکل )

-رسد، حالت پلهمیوقتی به حالت مینیمم و ماکزيمم خود 

کند. با توجه به  شکل ای يا همان بنگ بنگ را پیدا می

ای که ربات در جهت قائم ( حداکثر فاصله16( و)13های )

𝑢 12تحت گشتاور  = متر  04/5تواند پرتاب کند، می ±

 باشد.می

 
 گشتاور لینک بر حسب زمان -16شکل 

، با 1کاری تحت پارامترهای جدول فضای (17)در شکل 

های گشتاور، برای ربات تک لینکی به توجه به محدوديت

 دست آمده است. 

 
 لینکیفضای کاری قابل پرتاب برای ربات تک -17شکل         

کاری با در نظر گرفتن هر دو جهت فضای (17)در شکل 

مثبت و منفی محورها رسم شده است. در حالت کلی تر با 

توان می 90با مقاديری غیر از صفر و  𝛾 همقداردهی به زاوي

دست مقدار فضای کاری قابل پرتاب را در راستای دلخواه به

پرتاب جسم به نقاط مختلف در راستای  (18)آورد. شکل 

 دهد.دلخواه را نمايش می

گردد که برد پرتابه در ملاحظه می (18)مطابق شکل 

خود برسد افزايش يافته تا به بیشترين حد  𝛾راستای زاويه 

که با افزايش برد پرتاب، مقدار تابع هزينه آن نیز افزايش 

 است. يافته

 
 نمايش پرتاب جسم به نقاط مختلف -18شکل 

 نتیجه گیری -4

ای در اين مقاله، پرتاب بهینه برای ربات تک لینکی صفحه

بر اساس حل غیر مستقیم مسأله کنترل بهینه، ارائه شده 

است. هم چنین مفهوم جديدی به نام فضای کاری قابل 

پرتاب ربات معرفی و الگوريتمی برای محاسبه آن ارائه شد. 

 روش ارائه شده در اين مقاله علاوه بر پرتاب جسم به نقطه 
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ند، اه مورد نظر که در مقالات قبلی مورد بررسی قرار گرفت

نجام اپرتاب بهینه را با در نظر گرفتن کمترين تلاش کنترلی 

ابع تدهد.  برای انجام چنین کاری، با در نظر گرفتن يک می

دی، کارگیری معادله پرتابه به صورت معادله قیهدف و با به

با  ای تبديل شد ومسأله به يک مسأله مقدار مرزی دو نقطه

دقیق جسم به نقطه مورد حل آن مسیر بهینه برای پرتاب 

  دقیق  حل  يک روش غیرمستقیم با دست آمد. حلنظر به

در اين  و همگرايی سريعی در همسايگی جواب دارد و است

 کمتر بسیار مستقیم روش به نسبت مسأله حل صورت زمان

است. نهايتاً با شبیه سازی های انجام شده صحت، دقت و 

دست آوردن مسیر بههای پیشنهادی در کارايی الگوريتم

بهینه و ماکزيمم فضای کاری برای ربات تک لینکی نشان 

 .داده شد
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