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با طول کوتاه و  ساخته  میجداره ضخ یاستوانه کيتنش در  کیالاست لیمقاله تحل نيدر ا

 3تاناکا – یکه خواص مواد در آن بر اساس مدل مور یدو بعد یانيشده از مواد خواص گراد

فشار  اي یاستوانه به صورت فشار خارج نيبر ا یاعمال یارائه شده، انجام شده است. بارها

 یدرجه سوم لاگرانژ ابیآن توابع درون هایاز روش المان محدود که المان وبوده است  یداخل

با  سهيمسأله به کمک مقا یاعتبارسنج نیحل مسأله استفاده شده است. همچن یدارند، برا

در آن صورت   4نیگلرک – مش پتروف تنش به روش بدون لیکه تحل تریساده یمسأله

 یتنش به دست آمده در اثر فشار خارج ريمقاد ج،يتوجه به نتا بااست.  رفتهيگرفته، انجام پذ

خط  یتنش مؤثر نرمال در راستا نی. همچنباشدیم یتنش در اثر فشار داخل رياز مقاد شتریب

5 رییبا تغ یفاز فلز یدرصد حجم عيبر اساس توز یشعاع یمرکز
znیریچشمگ راتیی، تغ 

6 ريمقاد شياستوانه با افزا یوارهيد یکزمر یدارد و تنش مؤثر نرمال در نقطه
rn یم اديز-

 یوارهيد یممکن رو هاییدرصد حجم یتمام یتنش مؤثر نرمال برا نهیشیب ان،ي. در پاشود

 ینهیشیب یمقدار برا نيکه کمتر دهدینشان م جيقرار گرفته است. نتا یاستوانه مورد بررس

مربوط به  یارجو خ یتنش مؤثر نرمال در هر دو حالت فشار داخل
rn  و 20برابر 

zn برابر 

( ديتراین کونیلیدوم )س کیساخته شده از سرام لندریس یوارهيد گريباشد. به عبارت دیم 0.1

 مقدار تنش مؤثر نرمال خواهد بود. نيکمتر یدارا

 واژگان كلیدي:

،یدو بعد یانيمواد خواص گراد

 با طول میجداره ضخ استوانه

 کوتاه،

 تاناکا، -یمور 

.کیالاست تنش

 مقدمه -1
هستند که  یتيمواد کامپوز ینوع ،یانيمواد خواص گراد

 وستهیسطح قطعه به صورت پ ايخواص ماده در ضخامت 

در  ینمواد در ابتدا توسط دانشمندان ژاپ ني. اکندیم رییتغ

د در موا ناي کاربرد. اندارائه شده یلادیم 80 یاواسط دهه

ع يدرجه حرارت مانند صنا راتییاست که در آن تغ یطيشرا

[.1است ] رناپذياجتناب ،ایهسته یهوافضا و راکتورها

دقیق و بسته برای تنش و جابجايی برای مخازن استوانه  حل

تحت فشار داخلی  یانيای و کروی ساخته شده از مواد گراد

توسط تتونکو و اوزترک ارائه شد. در اين  2001در سال 

a.najbi@semnan.ac.ir *. پست الکترونیک نويسنده مسئول:

دانشگاه سمنان، سمنان ک،یمکان یدانشکده مهندس ار،ياستاد .1

 دانشگاه سمنان، سمنان ک،یمکان یدانشکده مهندس ،یمرب. 2
3 Mori-Tanaka 
4 MLPG 
5 Power exponent along axial direction 
6 Power exponent along radial direction 

تحلیل از تئوری خطی الاستیسیته استفاده شده و مدول 

ضخامت متغیر  الاستیسیته به صورت تابع نمايی در جهت

 ادامه در[. 2] استو ضرايب پواسون ثابت فرض شده  هبود

 در مکانیکی خواص تغییرات گرفتن نظر در با روند اين

 2003 و 2002 هایسال در استوانه، ضخامت راستای

 اين در. پذيرفت صورت همکاران و جباری توسط میلادی

ذاری حرارتی در حالت پايدار و متقارن بارگ تحقیقات

.[4و  3]محوری فرض شده بود  ارنمحوری و نیز نامتق

در تحقیقی ديگر با استفاده از روشی عددی  همچنین

تحت بارگذاری  یانگرادي مواد از شدهتحلیل استوانه ساخته 
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نیمه استاتیکی  مکانیکی در حالات استاتیکی و حرارتی و

صورت گرفت. در اين تحقیق خواص مکانیکی به صورت 

 حالات برای همچنین و است رض شدهيی فتابع نما

.[5]شده، سازه بهینه شده است  ئهارا بارگذاری

های حرارتی و مکانیکی، جابجايی و تنش 2005سال  در

با طول محدود تحت  یانيتوزيع دما در يک استوانه گراد

بارگذاری حالت پايدار مکانیکی و حرارتی متقارن محوری 

 هایتوسط شاو بررسی شده است. در اين تحلیل از روش

 متغیر شعاعی راستای در ماده خواص و شده استفاده ایلايه

از دما در نظر گرفته شده است. با استفاده از  قلمست و

 و ساده اهگکیهت مرزی شرايط اعمال و توانی هایسری

 و حرارت انتقال معادلات ها،لايه بین پیوستگی

.[6] اندرموالاستیسیته حاکم بر مسأله حل شدهت

 - پتروف از روش بدون المان 2005ر سال و ين د چینگ

 دو هایسازه برای تحلیل مسائل ترمودينامیکیگلرکین 

 در. جستند بهره حرارتی و مکانیکی بارگذاری تحت بعدی

 انجام روش دو به خواص تغییرات سازیمدل تحقیق اين

روش اول از توابع توانی و نمايی برای بیان  در. است گرفته

خواص استفاده شده است و روش دوم بر اساس  ییراتتغ

 هایسازه. باشدتاناکا می - معادلات میکرومکانیکی موری

-پروفیل با استوانه و ساده هایگاهتکیه با تیر نظیر مختلف

. است گرفته قرار بررسی مورد خواص، تغییرات مختلف ایه

ر است تغییرات خواص در اين تحلیل در يک ذک شايان

لاس در . همچنین اورال و ان[1]گرفته است  رتجهت صو

غیر يکنواخت مدول الاستیسیته و  اثرات توزيع 2005سال 

یم در جهت شعاعی مدول برشی در يک استوانه جدار ضخ

. اندکرده بررسی داخلی فشار از ناشی هایتنش را بر توزيع

ه از معادلات تعادل، قانون هوک و روابط کرنش استفاد با

يک دستگاه معادلات ديفرانسیل در دستگاه  ابجايیج

 مدول آن در که آيدمی دست به ایمختصات استوانه

 تغییر شعاع با توانی صورت به برشی مدول و الاستیسیته

 دستگاه اين پاسخ. است ثابت پواسون ضريب و کندمی

به صورت حل بسته به دست  تنش پتانسیل تابع برحسب

 حل يک 2006 سال در همکاران و زيفی. [8] استآمده 

 یانگرادي خواص با ماده از شده ساخته استوانه برای دقیق

 روش دو با مسأله اين که اندبا طول نامحدود ارائه داده

 روش از استفاده با اول روش در. است شده تحلیل مختلف

 و داخلی فشار تحت استوانه لامه حل مبنای بر و ایلايه

 از استفاده با دوم روش در. است گرفته قرار ثابت خارجی

ل ح و استخراج بالا مرتبه هندسی معادلات جابجايی روش

. شاو و وانگ در همین زمان حل سه بعدی [9]شده است 

 با مواد از شده ساخته محدود طول با ایيک پانل استوانه

تحت اثر بار مکانیکی و حرارتی پايدار ارائه  یانگرادي خواص

خواص مکانیکی و حرارتی مستقل  حقیقت اين در. اندداده

از دما فرض شده و به صورت پیوسته در جهت شعاعی متغیر 

 و شده گرفته نظر در ساده گاهیتکیه شرايط. باشندمی

 به توانی و مثلثاتی هایسری از استفاده با دما و تنش توزيع

 همکاران و هانگجان ديگر تحقیقی در. [10] اندآمده دست

 و ایبا دو مدول لايه یانييک استوانه گراد کالاستی رفتار

. مدول الاستیسیته کردند مطالعه را خواص پیوسته تغییرات

و ضريب پواسون در اين تحلیل متغیر به کار گرفته شده و 

ه تحت اثر فشار يکنواخت داخلی و خارجی قرار گرفته استوان

 با دقیق حل همگن لايه هر برای ایلايه است. در مدل

از حل لامه به دست آمده است، لیکن در مدل  ادهاستف

پیوسته با استفاده از روش جابجايی معادلات مرتبه بالای 

. است شده حل زمانهندسی و معادلات ويتاکر به طور هم

 و بوده شعاعی جهت در خواص تغییرات نیز تحقیق اين در

 حل ایصفحه کرنش و محوری متقارت حالت در مسأله

 هایدر اين سال با فرض سری تتونکو. [11] است شده

ستیسیته الا روابط از استفاده و تنش و جابجايی برای توانی

تحت فشار داخلی توزيع  یانيخطی در يک استوانه گراد

 مدول و ثابت پواسون ضريب. است آورده دست به را هاتنش

-می متغیر ضخامت جهت در نمايی صورت به الاستیسیته

.[12] باشد

 وقوع و شده ايجاد هایمدل تحلیلی برای محاسبه تنش يک

ار و  ساخته شده دو توخالی ایاستوانه محور يک در تسلیم

 2006 سال در ایبا فرض کرنش صفحه یانياز مواد گراد

 الاستیسیته مدول. است شده ارائه همکاران و اکیس توسط

 غیر صورت به شعاعی جهت در محور تسلیم مقاومت و

 بحرانی مقادير برای تحلیلی روابط. باشدمی غیرمت خطی

نجر م شدن پلاستیک مختلف هایمود به که ماده خواص

 معیار مبنای بر دوران سرعت الاستیک حد نیز و شودمی

 همکاران و اراسلان. [13] است آمده دست به ترسکا تسلیم

 و دوار توپر استوانه برای بسته حل يک سال اين در نیز

با فرض کرنش  یانيشده از مواد گراد اختهس دوار ديسک

یته الاستیس مدول. اندداده ارائه ایصفحه تنش و ایصفحه

ماده در جهت شعاعی با دو مدل نمايی و سهموی تغییر 

 دست به مرکز در هابرای مقادير تنشکرده و روابط تحلیلی 



113 قربانیجیبی و حاجین

1398 بهار، 56، شماره هفدهمال س  یدر مهندس یسازجله مدلم

.[14] است آمده

تحلیلی مسأله الاستیسیته و ترموالاستیسیته نامتقارن  حل

محوری استوانه تو خالی با خواص متغیر در جهت شعاع در 

توسط توحکوی و چینگ ارائه شده است. مسأله  2001سال 

 ديفرانسیل معادلات و است شده مدل ایبه صورت صفحه

 صورت به مستقیم گیریانتگرال روش از استفاده با حاکم

 به هاکرنش حل شده و پاسخ - از معادلات تنش لمستق

. [15] است آمده دست به فوريه هایسری صورت

 یبرا یکیالاست لی، تحل2010و همکاران در سال  یعاصم

 یدو بعد یانيمخروط ساخته شده از مواد خواص گراد کي

 اثر. اندتحت فشار به کمک روش المان محدود انجام داده

مخروط  هيزاو ریتأث نیخواص در دو بعد و همچن راتتغیی

.[16]قرار گرفته است  یمورد بررس کیالاست هایدر تنش

در  کیالاست لیتحل 2016در سال  فردیو شجاع یبینج

را  یدو بعد یانيساخته شده از مواد خواص گراد لندریس

 هایتنش یخواص در دو جهت رو رتغیی اثر. اندانجام داده

 شده است یبررس کیبه تفک لندریس وارهيشده در د جاديا

[11] .

قسمت بدان اشاره شد، مطالعات انجام  نيکه در ا طورهمان

 یانيساخته شده از مواد خواص گراد یلندرهایس یشده رو

و  باشدیم يیگرما هایتنش یمربوط به بررس شتریب

 یتوان یخواص مواد در آنها به صورت توابع عيتوز نیهمچن

 هم که یقاتی. تحقباشدیم یخاص یدر راستا يینما اي

دو  یانيبا خواص مواد گراد میجداره ضخ لندریس یربارهد

 نیتخم برای هامخلوط ساده قانون از اند،انجام شده یبعد

خواص مواد در آنها استفاده شده است. عيتوز

استوانه جداره  کيدر  کیالاست هایمقاله تنش نيا در

 رییبا طول کوتاه که خواص مواد در آن در دو بعد تغ میضخ

قرار دارد مورد  یخارج اي یو تحت فشار داخل کندیم

بر  لندریخواص مواد در س عيقرار خواهند گرفت. توز یبررس

شده است  یتاناکا طراح - یمور یکیکرومکانیاساس مدل م

تنش نرمال مؤثر بر  نهیشیب ريمقاد انيدر پا نینچو هم

 نيشده است و کمتر میمواد در دو بعد ترس عياساس توز

ارائه شده است. یهر دو نوع بارگذار یمقدار آن برا

 یانیدر مواد خواص گراد یدرصد حجم عیتوز -2

يدوبعد
سه  یجيتدر راتییبا استفاده از تغ یدو بعد یانيگراد مواد

که معمولاً دو  شوندیچهار نوع ماده مختلف ساخته م اي

. درصد باشندیم کیسرام گريو مواد د یفلز یاژهایماده آل

 رییاز مواد به صورت مشخص در دو بعد تغ کيهر یحجم

از مواد در  کيهر  یدرصد حجم افتني ی. براکندیم

 یدلخواه در سطح مقطع استوانه از مجموع درصدها یانقطه

 یهااز مدل توانی. در واقع مشودیاده ماستف یحجم

استفاده کرد،  قیتحق نيدر ا زین يیمانند مدل نما یگريد

مورد نظر در اغلب مقالات مرتبط مورد  یاما مدل توان

در مقالات  شتریکاربرد ب لیدلاستفاده قرار گرفته است و به 

دارد. در  تیها ارجحمدل گريمدل بر د نياز ا فادهاست

نشان داده شده است،  (1)مورد نظر که در شکل  یاستوانه

شده که از نوع اول  لیتشک کیاز دو نوع سرام یسطح داخل

سطح  يیاستوانه تا نوع دوم در نقطه بالا ینيیدر نقطه پا

و سطح خارجی استوانه نیز از دو نوع  کندیم رییتغ یداخل

استوانه تا  ینيیتشکیل شده که از نوع اول در نقطه پا زفل

. درصد کندیم رییتغ یسطح خارج يیع دوم در نقطه بالانو

در جهت طول و شعاع  بیو فلزات به ترت هاکیسرام یحجم

 .[16] شوندیمشخص م رياستوانه به صورت توابع ز
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rn و 
zn توزيع  یباشند که نحوهاعداد ثابت غیر منفی می

 بیبه ترت lو  b  ،aکنند و هر يک از مواد را کنترل می

. باشندیم لندریو طول س یشعاع خارج ،یشعاع داخل

 نیهمچن
cv و 

mv و فلز به  کیفاز سرام یدرصد حجم

(.(1)هستند )شکل  بیترت

یانیخواص مواد در مواد خواص گراد عیتوز -3
در مورد شکل، اندازه و نحوه  یقیآنجا که اطلاعات دق از

 نییوجود ندارد، تع یانيذرات در مواد خواص گراد عيتوز

 یبر اساس شکل و اندازه یانيخواص در مواد خواص گراد

منظور  ني. بدردپذيیذرات صورت م عيتوز یو نحوه یبيتقر

مواد  نيخواص ا نییتع یبرا یکیکرومکانیمدل م نيچند

)1-الف(

)1-ب(

)2-الف(

)2-ب(

)2-ج(

)2-د(
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-یتاناکا م - یمور آن مدل نتريشده است که معروف ائهار

 .[11]باشد 

ساخته  لندریس وارهيدهنده د لیمواد تشک دمانیچ :1شکل 

) یدو بعد یانيشده از مواد خواص گراد
2m SUS304 ،

1m Ti 6Al 4V    ،
1 2C ZrO،

2 3 4C Si N)

که  شودیاستفاده م یتاناکا در موارد - یروش مور از

 نيباشند. در ا صیقابل تشخ گريکديو ذرات از  سيماتر

با استفاده از  1 سيبا اند سيمدل فرض بر آن است که ماتر

شده است. در معادلات  تيتقو 2 سيشکل با اند یذرات کرو

تاناکا  - یمور مدل یمؤثر مواد را برا کیخواص مکان (3)

:[18] شودیم دهمشاه

Kf − K1 

K2 − K1 

=  

V2

1 + (1 − V2)(3(K2 − K1 )/3K1 − 4G1 )

Gf − G1 

G2 − G1 

=
V2

1 + (1 − V2)(
G2 −G1

G1 +f1
)

f1 =  
G1 (9K1 +  8G1 )

6(K1 +  2G1 )

ρf =  ρ1V1 + ρ2V2 

 یمدول بالک و مدول برش بیبه ترت Gو  K، (3)معادله  در

و همکاران ارائه  ترروي مطالعات در که طور. همانباشندیم

 حیبه پاسخ صح یتاناکا هنگام - یشده است، مدل مور

قابل  گريکديذرات درون آن از  سيکه ماتر شودیم کينزد

و ذرات درون آن با  سيماتر یجا نيباشند، بنابرا زيتما

 یبه سمت فلز یکیخاص از سمت سرام يیدر راستا تحرک

 یمتقارن لندریس وارهيد ني. بنابراشودیعوض م گريکديبا 

قرار خواهد گرفت به سه  یمقاله مورد بررس نيکه در ا

 کیاست که سرام ایهیناح یخواهد شد. اول میمنطقه تقس

گذار  یهیناح یرا دارد و فلز نقش ذرات، دوم سينقش ماتر

 بیترک گريکديو فلز به طور نامشخص در  کیسراماست که 

و  سياست که فلز نقش ماتر ایهیناح سومی و اندشده

 نیگذار که ب یهینقش ذرات درون آن را دارد. ناح کیسرام

تابع مناسب  کيبه کمک  ردگییاول و سوم قرار م یهیناح

.ودشیم فيتعر

تابع گذار -1-3

اول و سوم در مدل  یهیناح نیب یوستگیناپ نکهيا یبرا

استفاده  (5)کا رفع شود از تابع گذار معادله تانا - یمور

 که ديریخواهد شد. در نظر بگ
c mP P  مربوط به خواص

 یاول و سوم در درصد حجم یهیو فلز در ناح کیمواد سرام

i ibV V [19] نيباشند، بنابرا:

P =  γ (Vi)Pγ  +  (1 −  γ (Vi))Pβ 

γ (Vi) =  1     for      Vi < Vib  −  δ/2 

γ (Vi) =  Ftrans.(Vi)      for  

Vib  −  δ/2 < Vi < Vib  +  δ/2 

γ (Vi) =  0      for       Vi > Vib  +  δ/2 

Ftrans.(Vi) =  2 [
Vi  −  Vib

δ
]

3

− 3(Vi  − Vib)/(2δ)

+ 1 2⁄

خواص مؤثر و  بیبه ترت Pβو  Pγو  P،  (4)معادله  در

 در معادله  δباشند.  یم βموثر فاز  تیو خاص  γفاز  تیخاص

.باشدیم هیناح نيتابع گذار در ا Ftrans گذار و هیناح (5)

دو  یانیخواص در مواد خواص گراد نییروش تع -2-3

 يبعد

را  یدو بعد یانيخواص در مواد خواص گراد نییتع روش

 یکه برا یتاناکا و تابع گذار - یبه کمک مدل مور توانیم

 اتیارائه شده است با عمل یبعد کي یانيمواد خواص گراد

.آورد دستمناسب به  یاضير

 یدو بعد یانيخواص گراد لندریس وارهيهر نقطه در د یبرا

نشان  4Vو  1V  ،2V  ،3V یحجم هایمقاله و درصد نيا

 ريبه کمک روابط ز یکی، خواص مکان(1)داده شده در شکل 

:دآيمی دست به

𝐾𝑓 = 𝐹𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠.(𝑉𝑓 ) × 𝐾𝑓𝑐 +  (1 − 𝐹𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠.(𝑉𝑓))

× 𝐾𝑓𝑚 

𝐾𝑓𝑐 − 𝐾𝑐

𝐾𝑚 − 𝐾𝑐

= 

𝑉𝑚

1 + (1 − 𝑉𝑚)(3(𝐾𝑚 − 𝐾𝑐 )/3𝐾𝑐 − 4𝐺𝑐)

)3-الف(

)3-ب(

)3-ج(

)3-د(

)4(

)5-الف(

)5-ب(

)5-ج(

)5-د(

)6-الف(

)6-ب(
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𝐾𝑓𝑚 − 𝐾𝑚

𝐾𝑐 − 𝐾𝑚

= 

𝑉𝑐

1 + (1 − 𝑉𝑐)(3(𝐾𝑐 − 𝐾𝑚)/3Km − 4𝐺𝑚 )

𝐾𝑐 = 𝐹𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠.(𝑉𝑐) × 𝐾𝑐1 + (1 − 𝐹𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠.(𝑉𝑐)) 

× 𝐾𝑐2

𝐾𝑐1 =  
𝑉2(𝐾2 − 𝐾1 )

1 + (1 − 𝑉2)(3(𝐾2 − 𝐾1 )/3𝐾1 − 4𝐺1 )

+𝐾1

𝐾𝑐2 =  
𝑉1(𝐾1 − 𝐾2 )

1 + (1 − 𝑉1) (
3(𝐾1 −𝐾2 )

3𝐾2
− 4𝐺2 )

+𝐾2

𝐾𝑚 = 𝐹𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠.(𝑉𝑚) × 𝐾𝑚1 +  (1 − 𝐹𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠.(𝑉𝑚)) 

× 𝐾𝑚2

𝐾𝑚1 =  
𝑉4(𝐾4 − 𝐾3 )

1 + (1 − 𝑉4) (
3(𝐾4 −𝐾3 )

3𝐾3
− 4𝐺3 )

+𝐾3

𝐾𝑚2 =  
𝑉3(𝐾3 − 𝐾4 )

1 + (1 − 𝑉3) (
3(𝐾3 −𝐾4 )

3𝐾4
− 4𝐺4 )

+𝐾4

د موا یهستند که برا (3)روابط  یافتهي میروابط تعم نيا

. باشندیخواص در دو بعد م راتییبا تغ یانيخواص گراد

 (Bulk Modulusمدول بالک ) نییتع یکه برا ینديفرا

 انتویم نیارائه شده است را همچن لندریس وارهيمؤثر در د

مؤثر در ( Shear Modulus) یمدول برش نییتع یبرا

اعمال کرد. لندریس یوارهيد

مدل  برای مواد خواص ها،مخلوط یقانون ساده برخلاف

به  نیبه مکان و همچن ديارائه شده در بالا به صورت شد

 تیخاص یدهندهنشان " f "يس وابسته هستند. اند گريکدي

.باشدیم لندریس یوارهيد یمؤثر در تمام

 یپواسان بر اساس مدل ماده بيضر عي، توز(2)شکل  در

 یمقاله برا نيارائه شده در ا ديجد
rn  و 2برابر 

zn  برابر

نشان داده شده است. 1

المان محدود سازيمدل -4
 یحت ،یانيالمان محدود مواد خواص گراد سازیمدل یبرا

 ديبا یرخطیغ ليکوچک مخصوصاً در مسا هایهندسه یبرا

اعمال خواص مواد در  یاستفاده شود. عموماً برا زياز مش ر

است  نيا ی. اولشودیاز دو روش استفاده م یانيمواد گراد

1 Lame Constants 

که خواص مواد را به هر المان در نقاط گوس آن اعمال 

و  اديز هایهيهندسه به لا بندیمیتقس یگريو د کنندیم

که روش  باشدیم هيهر لا یدر نظر گرفتن خواص مواد برا

 ليمخصوصاً مسا ليمسا لیتحل یبرا یدوم دقت کاف

را ندارد. روش  یدو بعد یانيو مواد خواص گراد یرخطیغ

که در آن خواص متوسط مواد توسط  یانيالمان محدود گراد

 سيدر حجم هر المان و اعمال آن در ماتر یرگیانتگرال

ارائه شده  نویو پائل میتوسط ک ردگییالمان صورت م یسخت

 .[20]است 

ز ابا استفاده  لندریس وارهيپواسان در د بيضر عيتوز :2شکل 

یارائه شده برا ديمدل جد
rn 2 و 

zn 1

حاكم بر مسأله تهیسیستمعادلات الا -1-4

 یحجم یروهایو بدون ن یکیتعادل درحالت استات معادلات

:باشدیم (1)به شکل معادله 

 σij.j = 0           i. j = r. z

 زیکرنش ن - روابط تنش ايمربوط به قانون هوک  معادلات

 :است ريز بیبه ترت یسيبه صورت اند

σij = λ(r. z)δijεkk + 2μ(r. z)εij      i. j = r. z 

. باشدیم يیدما یهارابطه بدون در نظر گرفتن کرنش نيا

 یتانسور کرنش و تابع دلتا بیبه ترت εij ،δijرابطه  نيدر ا

که به صورت  باشند یم  1ثوابت لامه زین μو  λ کرونکر و

 :شوندیم فيتعر ريز

μ(r. z) = G(r. z) =
E(r. z)

2(1 + ν(r. z))

λ(r. z) =
ν(r. z)E(r. z)

(1 + ν(r. z))(1 − 2ν(r. z))

)6-ج(

)6-د(

)6-ه(

)6-و(

)6-ز(

)6-د(

)6-ر(

)7(

)8(

)9-الف(

)9-ب(



... ساخته شده از میجداره ضخ یاستوانه کيدر  کیتنش الاست یبررس    116 

1398 بهار، 56، شماره هفدهمال س  یدر مهندس یسازجله مدلم

δij = {
1      i = j
0      i ≠ j

 

پوآسون  بيو ضر تهیسیمدول الاست بیبه ترت ν و E که

.باشدیم یمدول برش زین Gو  باشندیم

عبارتند از: زین یخط يیجابجا - کرنش روابط

εij =
1

2
(ui.j + uj.i)

است.  vو  u یدر راستا يیدر آن جابجا که

مقاله، فرم  نيدر ا یانيالمان محدود گراد سازیمدل یبرا

 کیدر حالت استات یمعادلات تعادل متقارن محور فیضع

 - کرنش روابط. است آمده دستبه  نیبه روش گلرک

کرنش اعمال شده و  - در معادلات تنش یخط جابجايی

مقاله، در  نيارائه شده در ا ديخواص مواد به روش جد

هر المان اعمال شده است. با در نظر گرفتن  یسخت سيرمات

 یدهر المان به عنوان درجات آزا یگره ها یفرض يیجابجا

 یها مالمان یو بردار بارگذار یسخت سيو مونتاژ کردن ماتر

 عددی روش به و آورد دست کل سازه را به سيتوان ماتر

نمود. لیتحل

لی شعاع داخ یمقاله دارا نيمورد مطالعه در ا لندریس

a 0.1 یو شعاع خارج b 0.15 و طول l 0.2 یم

المان متقارن  4000از  لندریس نيا بندیمش ی. براباشد

 لندریس یوارهيد بندیمیکه در اثر تقس یلیمستط یمحور

 40به  یالمان و در جهت شعاع 100به  یدر جهت محور

.اندآمده وجودالمان به 

 یتمام يیکه از جابجا باشدیصورت م نيبه ا یمرز طيشرا

 يیو از جابجا یدر جهت محور يیسطح بالا هایگره

 یریجلوگ لندریس یوارهيد یدر جهت شعاع ینيیپا ینودها

 به لندریس یسطح خارج نیبه عمل آمده است. همچن

تحت فشار  لندریس یداخل یوارهيو د باشدمی آزاد صورت

که سطح  ی. وقتردگییقرار م (11) تبر اساس معادلا

 یداخل یوارهيد ردگییتحت فشار قرار م لندریس یخارج

 :بود خواهد آزاد صورت به لندریس
  Po(b. z) = 0     ,

 Pi(a. z) = 150 sin (
πz

l
)  MPa 

Po(b. z) = 150 sin (
πz

l
) MPa   , 

 Pi(a. z) = 0

 لندریس یداخل وارهيد یدهنده لیتشک هایکیسرام

1 2C ZrO  2و 3 4C Si N  یدهنده لیفلزات تشکو 

 یخارج وارهيد
1m  Ti 6Al 4V   و 

2m SUS304 باشندیم.

روش المان محدود و  نینرمال ب یتنش شعاع سهيمقا :3شکل 

n=2 یبرا نیگلرک - روش بدون مش پتروف

گذاريصحه -5
از متون  کي چیدر ه باًيمشابه تقر قیتحق نکهيا لدلی به

مسأله  نيا یانجام نشده است، کد المان محدود برا یعلم

 میجداره ضخ لندریس کيکه در آن  ایساده شد تا با مسأله

 کي یانيکه در آن از مواد خواص گراد یتحت فشار داخل

 -ساخته شده است و به روش بدون مش پتروف یبعد

گردد  سهيتنش شده است، مقا زیآنال( MLPG) نیگلرک

طول  یدارا میجداره ضخ لندریس سهيمقا نيدر ا .[21]

ar یو شعاع داخل تينهایب 5 یو شعاع خارج متریلیم 

br 10 تقارن نسبت به  لی. به دلباشدیم متریلیم

 6560با  لندریچهارم س کيفقط  ،یو عمود یافق یمحورها

-مش باشند،یم شکل لاگرانژ ابعت یکه دارا ینود 16المان 

 یتنش نسبت به فشار داخل هایشده است. مؤلفه یبند

 لیتحل ایصفحه کرنش صورت به مسأله و اندشده سازیکهي

و ( Al) ومینیآلوم لندریس یدهنده لیشده است. مواد تشک

آنها  یکیباشند که خواص مکانیم( SiC) ومیسیلیس دیکرب

در  کیسرام یحجم عيو توز اندذکر شده [21]در مرجع 

نشان داده شده است: ريبه صورت تابع ز یشعاع یراستا

Vc = Vc
i + (Vc

o − Vc
i)(

r − ra

rb − ra

)n

o رابطه نيا در

cV و i

cV یحجم عيمربوط به توز بیبه ترت 

 عيتوان تابع توز nو  لندریدر خارج و داخل س کیفاز سرام

مؤثر  یکیخواص مکان نییتع یباشد و برایم یتوان یحجم

تاناکا استفاده شده است. در  - یاز مدل مور لندریس نيدر ا

 نیب یشعاع یشده کهي یهاتنش نیب ایسهيمقا (3)شکل 

)9-ج(

)10(

 )11-الف(

)11-ب(

)12(
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در  نیگلرک - المان محدود و بدون مش پتروف هایروش

نشان داده شده است. همان 2برابر  n یبرا یشعاع یراستا

 آمده دستبه  یتنش شعاع دینیبیشکل م ناي در که طور

 دست به یبه تنش شعاع کينزد اربسی محدود المان روش از

 .باشدیم نگلرکی - پتروف مش بدون روش از آمده

فاز  یدرصد حجم عيبر اساس توز یشعاع هایتنش :4شکل 

 مختلف ريمقاد یبرا یفلز
r zn n 2  یفشار یدر اثر بارها 

یو خارج یداخل

فاز  یدرصد حجم عيبر اساس توز یمحور هایتنش :5شکل 

r مختلف ريمقاد یبرا یفلز zn n 2  یفشار یدر اثر بارها 

یو خارج یداخل

جینتا -6
 ،یمحور ،یشعاع هایتنش بیبه ترت (1)تا  (4) هایشکل

 یبرا یفاز فلز یحجم عيرا نسبت به توز یو برش یمماس

 مختلف ريمقاد
rn و zn 2 یخط مرکز یدر راستا 

(.(1))شکل  دهندینشان م( HCL) یشعاع

است تنش  نشان داده شده (4)که در شکل  طورهمان

اما  ابد،يیکاهش م mV و rn ريمقاد شيبا افزا یشعاع

جهت  ضيتعو لیبه دل یمربوط به فشار خارج یتنش شعاع

. ابديیم شيافزا یبارگذار

تنش  یبا منحن یدر اثر فشار داخل یتنش شعاع یمنحن

 یبرا یدر اثر فشار خارج یشعاع
rn 1 و 

zn 2 یوقت 

را به خود اختصاص 36/0فاز فلز مقدار  یحجم عيکه توز

 هایمنحن یتمام یموضوع برا ني. اندکیدهد برخورد م

 یبرخورد برا یدر نقطه یصادق بوده و مقدار تنش شعاع

.باشدمی  پاسکال مگا 3/13مقدار  هایمنحن یتمام

نشان داده شده است، تنش  (5)که در شکل  طورهمان

خط  یدر راستا یفاز فلز یحجم عينسبت به توز یمحور

در مقدار صفر را  یشعاع یافق
mV 0.11,0.23, 0.49 

 یبرا
rn 1, 2, 3 اتخاذ کرده است.س بیبه ترت

فاز  یدرصد حجم عيبر اساس توز یمماس هایتنش :6شکل 

r مختلف ريمقاد یبرا یفلز zn n 2  یفشار یدر اثر بارها 

 یو خارج یداخل

فاز  یدرصد حجم عيبر اساس توز یبرش هایتنش :1شکل 

r مختلف ريمقاد یبرا یفلز zn n 2  یفشار یدر اثر بارها 

یو خارج یداخل

تنش  mV و rn مقدار شيبا افزا (6)توجه به شکل  با

به مقدار کم کاهش  یهر دو حالت بار گذار یبرا یمماس
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است. افتهي

 یبرا لندریس وارهيموثر در د هایتنش عيتوز :8شکل 

r zn n 2  یو خارج یداخل یدر حالت فشارها

 (1)طور که در شکل  همان یتنش برش هاییمنحن یبرا

 مقدار شينشان داده شده است، با افزا
rnتنش  ممي، ماکز

 یبرا مميماکز ريمقاد نی. همچنافتدیزودتر اتفاق م یبرش

 مربوط به هاییاز منحن کيهر 
rnمتناظر در یها 

mV

.افتدیاتفاق م گريکديبرابر با  یها

و  یاصل هایبا کمک تنش توانیرا م( σeffمؤثر ) تنش

        ززيون ما یهمان تئور اي یچشیواپ یانرژ یتئور

(Von Mises ) با  توانیتنش را م ناي. آورد دستبه

 یبرا یاریکرد که مع سهيسازه مقا کيدر  میتنش تسل

همان تنش  اي. تنش مؤثر باشدیسازه م نيمواد در ا میتسل

 رابطه نيکه در ا دآيمی دستبه  ريز یرابطه کمکبه  ززيما

σ1 و σ2 و σ3 باشندیم یاصل هایتنش. 

σeff =

{
1

2
[(σ1 − σ2]2 + [(σ2 − σ3]2 + [(σ3 − σ1]2}

1
2⁄

 کندیم یرویپ رياستوانه از رابطه ز وارهيد یبرا میتسل تنش

 [22]ها( از مرجع  𝜎𝑦𝑖هر ماده ) یبرا میکه تنش تسل

.انداستخراج شده

 σyf =  σy1V1 +  σy2V2 + σy3V3 + σy4V4 

 وارهيمؤثر در د هایتنش عياز توز ایسهيمقا (8) شکل

 یبرا لندریس
r zn n 2  اي یفشار داخل هایدر حالت 

. مشخص است که تنش مؤثر دهدیرا نشان م یخارج

از تنش مؤثر در حالت فشار  شتریب یمربوط به فشار خارج

.باشدیم یداخل

نسبت به  یشعاع یخط مرکز یتنش موثر نرمال رو :9شکل 

 مختلف ريمقاد یبرا یفاز فلز یدرصد حجم عيتوز

r zn n 2  یو خارج یدر حالت فشار داخل

 یبهتر بررس یاعمال یدر برابر بارها لندریرفتار س نکهيا یبرا

 یتحمل فشارها یسازه برا نيا يیتوانا نکهيا گريشود و د

آزموده شود، تنش مؤثر نرمال که  یاعمال یو خارج یداخل

 باشد،یمتناظر م میهمان نسبت تنش مؤثر به تنش تسل

 لندریس وارهيمواد در د یحجم عيمختلف توز ريمقاد یبرا

قرار خواهد گرفت. مشخص است که مقدار  یمورد بررس

 یطراح یرا برا منيا یمحدوده 1تنش مؤثر نرمال کمتر از 

دهند.ینشان م

فاز  یحجم عيتنش مؤثر نرمال را نسبت به توز (9) شکل

با توجه به  لندریس وارهيد یمرکز یخط شعاع یرو یفلز

 شکل مقدار ني. در ادهدیمختلف نشان م هاییبارگذار

rn و کندیم رییتغ 
zn 2  .در نظر گرفته شده است

موجب کاهش تنش مؤثر  یفاز فلز یحجم عيتوز شيافزا

 مقدار شيفزااما ا شود،ینرمال م
rn تنش  شيموجب افزا

 نيشتری. بشودیم یمؤثر نرمال در هر دوحالت بارگذار

در سطح  یهر دو حالت بارگذار یمقدار تنش نرمال برا

که در حالت فشار  افتدیاتفاق م لندریس یوارهيد یداخل

.باشدیم یاز حالت فشار داخل شتریب یخارج

 مقدار رییاثر تغ اکنون
zn وارهيتنش مؤثر نرمال در  د یرو-

تنش مؤثر نرمال را  (10). شکل شودیم یبررس لندریس ی

 یشعاع برا یخط افق یدر راستا mV نسبت به

)13(

)14(
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z 0.5, 2, 20n  و 
rn 2 یفشار داخل هایرا در حالت 

 ني. اکندیم سهيمقا گريکديوارده بر استوانه را با  یو خارج

 یکه برا دهدیم انشکل نش
mVتنش 42/0کمتر از  یها

از تنش مؤثر  شتریب %23 یمؤثر نرمال حاصل از فشار خارج

 ی. اما براباشدیم ینرمال متناظر با فشار داخل
mVیها 

هر  یبرا یشعاع یتنش مؤثر نرمال در راستا 42/0از  شتریب

نخواهند  گريکديبا  یاختلاف چندان یدو حالت بارگذار

 داشت.

نسبت به  یشعاع یخط مرکز یتنش مؤثر نرمال رو :10شکل 

 مختلف ريمقاد یبرا یفاز فلز یدرصد حجم عيتوز

r zn n 2  یو خارج یدر حالت فشار داخل

 لندریس وارهيد ینقطه مرکز یتنش مؤثر نرمال رو :11شکل 

یدر حالت فشار داخل rn مختلف ريمقاد یبرا zn نسبت به

 وارهيد یمرکز یتنش موثر نرمال در نقطه (11)شکل  در

 مختلف ريرا نسبت به مقاد( CPاستوانه )
zn  نشان داده

مقدار خاص  کي یشده است. برا
rnشي، افزا 

rn  موجب

 ريمقاد ی. براشودیتنش مؤثر نرمال م شيافزا
zn ترکوچک 

 و 2 از
rn ترکوچک کي از نرمال مؤثر تنش 3 از ترکوچک 

.بود خواهد

 یتنش مؤثر نرمال را در نقطه مرکز ريمقاد (12)شکل  در

 استوانه نسبت به وارهيد
zn و 

rn 1, 2, 3 فشار حت ت

 هایشده است. تنش سهيمقا گريکديبا  یو خارج یداخل

مؤثر نرمال  هایکمتر از تنش یمؤثر نرمال در اثر فشار داخل

اختلاف در حالت  نيکه ا باشندیم یدر اثر فشار خارج

یم 24%حدود  هایهر کدام از منحن یخود برا ینهیشیب

 . باشد

دو ی انيمواد در مواد خواص گراد عيتوز سازینهیبه یبرا

تنش مؤثر نرمال  ینهیشیب ديبا لندریس یوارهيدر د یبعد

در  میتنش تسل عيبه توز ززيتنش ما عيکه همان نسبت توز

 مقدار خود برسد. نيبه کمتر دياست با لندریس یوارهيد

 لندریس وارهيد ینقطه مرکز یتنش موثر نرمال رو :12شکل 

نسبت به 
zn مختلف ريمقاد یبرا 

rn و  یدر حالت فشار داخل

یخارج

 لندریس وارهيتنش مؤثر نرمال در د نهیشیب ريمقاد :13شکل 

یخواص مواد در حالت فشار داخل عياساس توز یبرا

 یدرصد حجم عيتوز یتوان بيهمان ضرا یطراح هایریمتغ

) یو محور یشعاع یدر راستاها
rn و 

zn )و  باشندیم

مؤثر نرمال  هایتنش ینهیشیب ريمقاد سازیممینیهدف م

منظور  نيبد. باشدیم nzو  nrمختلف  ريمتناظر با مقاد
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 یپارامترها ريمقاد
rn و 

zn در  ریمتغ تينهایاز صفر تا ب

مواد خواص  تیماه نکهيا یبرا نجااي در. اندنظر گرفته شده

 حفظ شود یدو بعد یانيگراد
r zn n 0  با 

r zn n 0.1  نیزده شده است. همچن نیتخم 

r zn n   با 
r zn n 20  زده شده است  نیتخم

 رییدر تغ یاديز ریتأث یتوان بيضرا یاعداد بزرگ برا رايز

.[23]داشت  اهندنخو لندریس وارهيخواص مواد در د

تنش مؤثر نرمال در  نهیشیب ريقسمت سطح مقاد نيا در

 ريادنسبت به مق هایهرکدام از بارگذار یبرا لندریس وارهيد

 مختلف
rn و 

zn یسطح برا نيشده است. ابتدا ا میترس 

 که ینشان داده شده است. وقت (13)و شکل  یفشار داخل

zn شيثابت باشد با افزا 
rn یتنش مؤثر نرمال کاهش م-

 و ابدي
rn 20 یمقدار تنش مؤثر نرمال را برا نيکمتر 

 ريهرکدام از مقاد
zn است که اگر  یمعن نيبد نيدارد. ا

 باشد، تنش یکیشامل مواد فاز سرام شتریب لندریس وارهيد

 مقدار تنش مؤثر نيخواهد داشت. کمتر یمؤثر نرمال کمتر

 که شودیحاصل م یهنگام (13)شکل  ینرمال برا

rn 20 و 
zn 0.1 که  یوقت گري. به عبارت دباشد

دوم ) کیاز سرام شتریب لندریس وارهيد
3 4Si N ) ساخته

ه نکت نيدارد. به ا یشتریب یتحمل فشار داخل تیشود، قابل

 ريمقاد یتوجه شود که برا ديبا
zn  یدر تمام 5/0کمتر از 

rn کمتر خواهد بود. کيها، تنش مؤثر نرمال از

ر ثر نرمال در ديواره سیلندؤمقادير بیشینه تنش م :14شکل 

ر خارجیبرای اساس توزيع خواص مواد در حالت فشا

 ريتنش مؤثر نرمال بر اساس مقاد نهیشیب ريمقاد کانتور

 مختلف
rn و 

zn میترس (14)در شکل  یفشار خارج یبرا 

مقدار  نيکمتر شودیم دهدي که طورشده است. همان

rn تنش مؤثر نرمال مربوط به نهیشیب 20 و zn 0.1 

 یوارهيد یفشار داخل یمانند حالت بارگذار یعني. باشدیم

 کیسرام یمقدار درصد حجم نيشتریب یکه دارا یلندریس

خواهد  یشتریمقاومت ب یدوم باشد، در برابر فشار خارج

 مقدار تنش مؤثر نرمال متناظر با تفاوت که نيداشت اما با ا

rn 20 و 
zn 0.1  ،82/0 یبرا که یصورت باشد دریم 

.باشدیم 61/0مقدار تنش مؤثر نرمال  نيکمتر یفشار داخل

يریگجهینت -7
 اي یاز فشار داخل یناش کیالاست هایمقاله تنش نيا در

کوتاه ساخته شده از  میجداره ضخ لندریس کيدر  یخارج

شده است و  خواص  یبررس یدو بعد یانيمواد خواص گراد

اناکا توسعه ت - یمور یکیکرومکانیمواد بر اساس مدل م

مسأله از روش المان محدود و  لیتحل یاست. برا افتهي

 یدرجه سوم، استفاده شده است. برا یلاگرانژ هایالمان

 جيتابا ن قیتحق نيروش به کار رفته در ا ج،ينتا یاعتبارسنج

نه نمو یمسأله کيدر  ن،یگلرک - روش بدون مش پتروف

حاصل از  هایتنش ج،يشده است. با توجه به نتا سهيمقا

 یارمربوطه در اثر بارگذ هایاز تنش یفشار خارج یبارگذار

هستند. شتریب یداخلفشار 

 رییتغ با
znیخط مرکز ی، تنش مژثر نرمال در راستا 

 راتییتغ ،یفاز فلز یدرصد حجم عيبر اساس توز یشعاع

 یمرکز یمقدار در نقطه نيا نیدارد. همچن یریگچشم

 ريمقاد شياستوانه با افزا وارهيد
rn کندیم دایپ شيافزا.

 یمقدار برا نيکه کمتر دهدینشان م قیتحق نيا جينتا

و  یتنش مؤثر نرمال در هر دو حالت فشار داخل ینهیشیب

 مربوط به یخارج
rn 20 و 

zn 0.1 نشان  باشد کهیم

ساخته شده از  لندریس یوارهياست که د نيا یدهنده

 مقدار تنش نيکمتر ی( داراديتراین کونیلیدوم )س کیسرام

 .باشدیمؤثر نرمال م
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