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 ناهمگن عضوهای  های کشسان دورانی وگاهتکیهبا  سختهای نیمهآزاد قاب تحلیل ارتعاش
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 چکیده  اطلاعات مقاله

 20/06/1397دريافت مقاله: 

 21/01/1398مقاله: پذيرش 

 
ای درجه تابعی یماده  از شده تشکیل سختهای نیمهقاب آزاد ارتعاش در اين مقاله، تحلیل دقیق

(FGMکه ) های ماده پذيرفت.باشند، انجام کشسان دورانی می هایگاهدارای تکیهFGM 

زی صورت تابع توانی الگوساشوند، به های هدفمند يا هوشمند نیز شناخته می)ناهمگن( که با نام ماده

گاهی و عضوی، از فنرهای گردند. همچنین، برای الگوسازی سختی پیوندهای کشسان تکیهمی

 ارتعاش بر حاکم معادله ديفرانسیل با حل شود. در اين راستا، نخست،جويی میدورانی خطی بهره

سپس،  آمدند.به دست  های بسلعهای دقیق، بر حسب تاببرنولی، پاسخ -اولر آزاد سازه و بر پايه نگره

. از برابر صفر قراردادن دترمینان گرديدهای ثابت برپا های مرزی، ماتريس ضريببا وارد نمودن شرط

های حقیقی اين معادله، گیرد. پاسخها، معادله مشخصه سازه در دسترس قرار میماتريس ضريب

ن دهد. به سخشی سازه را به دست میهای ارتعاهای طبیعی سیستم و به دنبال آن، شکلفرکانس

قابی با  FGMهای های صريحی برای يافتن فرکانس طبیعی و مودهای ارتعاشی سازهديگر، رابطه

سازی سنجی رابطهگیرد. در ادامه، پس از صحتهای مرزی متفاوت در دسترس قرار میشرط

-هعضوی، سختی پیوندهای تکیهای گوناگونی مانند سختی پیوند پیشنهادی، به ارزيابی اثر عامل

 شد.های همگن و ناهمگن پرداخته قابای بر پاسخ ارتعاش آزاد درجه گاهی و گونه ماده تابعی

توجهی بر فرکانس طبیعی قابل توانند اثرهای ياد شده، میدهند، هر يک از عاملها نشان میيافته

 سازه داشته باشند.

 

 واژگان كلیدي:
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 ،سختنیمهقاب 

شده بندیی تابعی درجهماده

(FGM)، 

 ،گاه کشسان دورانیتکیه

 .فرکانس طبیعی

 

 

 

 

 1مقدمه-1
های بالای هايی با مقاومتهای کنونی، نیاز به مادهدر سال

-گاهها، واکنشگرمايی و مکانیکی به سبب گسترش ماشین

ها و موتورهای پر قدرت صنعت هوافضا بیشتر ها، توربین

شده بندیدرجههای تابعی شده است. با پیدايش ماده

(FGM مواد مرکبی در دسترس قرار گرفت که ويژگی ،)

ها به طور پیوسته و تدريجی از يک سطح به مکانیکی آن

کند. اين تغییر پیوسته که از سطح ديگر جسم تغییر می

کند، سبب پیچیدگی توانی يا نمايی پیروی میهای تابع

ی مادهشود. تحلیل رفتار ماده در برابر نیروهای وارده می

ی ناينو ، به وسیله1984تابعی مدرج، نخستین بار، در سال 

و همکارانش در آزمايشگاه هوافضای ملی ژاپن به عنوان 

های مکانیکی آن به طور پیوسته و ای که ويژگیماده

                                                 
               m.bambaeechee@qiet.ac.ir :* پست الکترونیک نويسنده مسئول

 صنعتی قوچان ، دانشگاهعمران ی، دانشکده مهندسياراستاد .1

 صنعتی قوچان ، دانشگاهعمران یدانشکده مهندس ،سازه دانشجوی کارشناسی ارشد .2

ی کند معرفز يک سطح به سطح ديگر تغییر میتدريجی ا

ای در صنايع هوافضا، و امروزه، به طور فزايندهشد 

د نشوهواپیماسازی، خودروسازی و دفاعی به کار گرفته می

بندی شده در های تابعی درجه. از ديگر کاربردهای ماده[1]

ها در گیری از آنبهره توان بههای مهندسی میحوزه

نمود. تاکنون،  اشاره [4و  3]و نانوتیرها  [2]میکروتیرها 

ی ارتعاش آزاد تیرهای با مواد های بسیاری دربارهپژوهش

های کشسان انجام گرفته گاهتکیهو  بندی شدهتابعی درجه

حل دقیق  با بررسی [5]روزا و اوسیالو  است. از آن میان

سل، های ببرنولی بر حسب تابع -معادله ارتعاش آزاد تیر اولر

های اهگبه بررسی رفتار پويای تیرهای نامنشوری با تکیه

ها از فنرهای خطی انتقالی و پذير پرداختند. آنانعطاف

های کشسان بهره جستند. گاهدورانی برای الگوسازی تکیه
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خاصی از عضوهای  بايد افزود، عضوهای نامنشوری، حالت

های رفتار ارتعاش آزاد قابآيند. ناهمگن به حساب می

های ساده، به گاهسخت و تکیههمگن با پیوندهای نیمه

مورد ارزيابی قرار گرفت. عطارنژاد  [6]وسیله سوفیانوپولوس 

فرترن، ای به زبان با بهرجويی از برنامه [7]ن او همکار

راهکار دقیقی برای بررسی رفتار ارتعاش آزاد تیرهای 

های کشسان دورانی در دسترس قرار گاهنامنشوری با تکیه

های بر پايه نگره تغییرشکل [8]دادند. سینا و همکاران 

برشی، يک راهکار تحلیلی برای بررسی رفتار ارتعاش آزاد 

های طبیعی و ها فرکانسارائه کردند. آن FGMتیرهای 

ی گاههای متفاوت تکیهتیرهای ناهمگن با شرطشکل مود 

يک روش نوين عددی برای حل معادله را ارزيابی نمودند. 

با ماده تابعی ديفرانسیل حاکم بر ارتعاش آزاد تیرهای 

گ هانبندی شده محوری با مقطع نامنشوری به وسیله درجه

ها به ارزيابی اثرهای تغییر ضريب ارائه گرديد. آن [9]و لی 

ی ها و مودهای ارتعاشکشسانی و لنگر لختی بر روی فرکانس

شهبا و  گاهی متفاوت پرداختند.های تکیهتیرها با شرط

ايداری با به کارگیری روش اجزای محدود، پ [10]همکاران 

های تیموشنکو با شرط -اولرو ارتعاش آزاد تیر ناهمگن 

ر پژوهشگران، اثگاهی را ارزيابی کردند. اين گوناگون تکیه

، های کششسانگاههايی مانند ضريب نامنشوری، تکیهعامل

جرم متمرکز و ناهمگنی مواد را بر بسامدهای طبیعی و بار 

های فرکانس حل دقیق معادله کمانشی بررسی نمودند.

ارتعاش آزاد تیرهای ناهمگن تیموشنکو به وسیله تانگ و 

-ها تغییر ويژگیدر دسترس قرار گرفت. آن [11]همکاران 

های نمايی در نظر گرفتند و های مواد را بر حسب تابع

های متفاوت های طبیعی تیرهای ناهمگن با شرطفرکانس

جويی از نگره تیر با بهره آوردند.گاهی را به دست تکیه

رفتار ارتعاش آزاد تیرهای  [12]لوينسون، وانگ و لی 

FGM گاهی را ارزيابی نمودند. های متفاوت تکیهبا شرط

ارتعاش آزاد تیرهای ناهمگن دو  [13]هاشمی و همکاران 

رسی کردند. اين سر ساده را به صورت تحلیلی بر

های توانی و نمايی برای الگوسازی پژوهشگران، از تابع

با  [14]پژند و مسعودی رضايیبهره بردند.  FGMتیرهای 

های بسل و حل دقیق، کمانش و ارتعاش جويی از تابعبهره

-ندیبهای تشکیل يافته از ماده تابعی درجهستون -آزاد تیر

ها اثرهای ناهمگنی و نامنشوری شده را بررسی نمودند. آن

گاهی را ارزيابی های گوناگون تکیهشرطستون با  -تیر

 های ناهمگنکردند. همچنین، به واکاوی رفتار کمانشی قاب

در اين میان، تحلیل  سخت پرداختند.با پیوندهای نیمه

ای ساخته شده از مواد های استوانهبعدی پانلسهکمانش 

 [15]( به وسیله احمدی و همکاران FGMهدفمند )

به کنترل ارتعاشات  [16]بررسی شده است. رحمانی و بیات 

تیرهای هوشمند به روش تحلیلی ناوير پرداختند. به تازگی، 

ارتعاشات آزاد  [17]حشمت خدمتی بازکیايی و همکاران 

ا به ربستر الاستیک وينکلر ورق نازک مواد مدرج تابعی بر 

ها اند. آنتحلیلی مورد ارزيابی قرار دادههای عددی و روش

کوادراچر ديفرانسیلی بسامدهای  المان جويی از روشبا بهره

طبیعی يک ورق، با شش شرط مرزی متفاوت را در دسترس 

بر اين پايه، بیشتر کارهای انجام شده به ارزيابی  قرار دادند.

های همگن رفتار دينامیکی تیرهای ناهمگن و قاب

ها، همانند ها، در بیشتر نمونهافزون بر اينند. اپرداخته

گاهی )ساده و های رايج تکیههای کنونی، حالتطراحی

ز اند. اگیردار( و پیوندی )سخت( مورد ارزيابی قرار گرفته

اين رو، در اين پژوهش، به تحلیل دقیق ارتعاش آزاد قاب 

های گاهسخت و تکیهساده دو عضوی ناهمگن با پیوند نیمه

-کشسان پرداخته شد. تیر و ستون قاب از ماده تابعی درجه

ی سخت تیر به ستون و سختاند. پیوند نیمهای تشکیل شده

های کشسان، با فنرهای دورانی خطی گاهدورانی تکیه

 ₋جويی از نگره تیر اولر، با بهرهالگوسازی شدند. نخست

و  آزاد سازه حل ارتعاش بر حاکم ديفرانسیل برنولی، معادله

آيند. به دست می های بسلهای دقیق، بر حسب تابعپاسخ

های های مرزی، ماتريس ضريبسپس، با وارد نمودن شرط

گردد. از برابر صفر قراردادن دترمینان ماتريس ثابت برپا می

گیرد. ها، معادله مشخصه سازه در دسترس قرار میضريب

م و تهای طبیعی سیسهای حقیقی اين معادله، بسامدپاسخ

دهد. های ارتعاشی سازه را به دست میبه دنبال آن، شکل

سازی پیشنهادی، به سنجی رابطهدر ادامه، پس از صحت

ارزيابی اثر عوامل گوناگونی مانند سختی دورانی پیوند 

 ها و گونه ماده تابعیگاهعضوی، سختی دورانی سختی تکیه

مگن های همگن و ناهای بر پاسخ ارتعاش آزاد قابدرجه

های ياد شده، ها نشان داد، عامليافته پرداخته خواهد شد.

 اثر قابل توجهی بر فرکانس طبیعی سازه دارند.

 الگوسازي قاب ناهمگن-2
-هسخت و تکیيک قاب فولادی ساده ناهمگن با پیوند نیمه

در نظر گرفته شد.  1های کشسان دورانی همانند شکل گاه

و ستون و تیر، به ترتیب، با دهای گاهختی پیوندهای تکیهس

الگوسازی شده است.  f2Kو  f1Kهای فنر دورانی به سختی
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های بدون يکای سختی اين فنرها، به ترتیب، با ضريب
1fK 

و 
2fK کنند. همچنین، سختی پیوند تیر به تغییر می

گردد وارد تحلیل می fcKستون با يک فنردورانی به سختی 

که سختی آن نیز، با ضريب بدون يکای 
fcK تغییر می-

نمايد. بايد افزود، رفتار فنرهای دورانی، کشسان خطی 

های زير میان سختی فنرهای شوند و رابطهپنداشته می

-يک برقرار می های بدون يکای نظیر هرانی و ضريبدور

 باشد:
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، به ترتیب، ضريب کشسانی و لنگر 0iIو  0iEها، در اين رابطه

 iLشوند و طول عضوها برابر لختی عضو همگن پنداشته می

، به ترتیب، نشانگر i=2و  i=1 هاینويسپايینباشد. می

ای هها به ستون و تیر هستند. بر پايه رابطهوابستگی عامل

های سختی بدون يکا از صفر (، هنگامی که ضريب3( تا )1)

-کنند، نوع پیوندهای عضوی و تکیهنهايت تغییر میتا بی

 د.يابنگاهی، به ترتیب، از مفصلی به گیردار تغییر می

باشند و از ماده ، عضوهای قاب، ناهمگن می(1)بر پايه شکل 

اند ( محوری، تشکیل يافتهFGMبندی شده )تابعی درجه

و تابع  iD(x( سختی خمشیای که تابع تغییرات به گونه

ها، به ترتیب، با روابط آن iG(x(تغییرات جرم واحد طول 

 گردند:زير بیان می
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، به ترتیب، ضريب 0iAو  0iE ،0iI ،0iρهای کنونی، در رابطه

کشسانی، لنگر لختی، دانسیته و سطح مقطع عضو همگن 

و  i=1 هاینويسپايینباشند. می 0ix=يا همان موقعیت 

i=2های وابسته به ستون و تیر ، به ترتیب، نشانگر رابطه

های ، ضريب تغییر   ويژگیicهستند. افزون بر اين، عامل 

که همواره بزرگتر از منفی باشند مقطع عضو در طول آن می

های (. چنانچه، ضريب تغییر ويژگیic<-1يک خواهد بود )

(، به معنی آن است 0ic=عضو، صفر در نظر گرفته شود )

اشد و در غیر اين صورت، بکه عضو مورد نظر همگن می

عضو ناهمگن خواهد بود. بايد افزود، به طور معمول، عامل 

icدر نظر  2/0و  1/0های کاربردی برابر مقدارهای ، در نمونه

ل زمان و يا مستقکند، تغییر همشود. يادآوری  میگرفته می

های هندسی يا مکانیکی عضو، سبب ويژگیدر هر يک از 

FGM گردد. به پنداشتن عضو و ناهمگن شدن آن می

در يک عضو   D(x) سخن ديگر، تغییرات سختی خمشی

FGM  تغییرات ضريب  تواند  تابعی از)ناهمگن(،  می

کشسانی باشد، هنگامی که لنگر لختی ثابت است 

(0D(x)=E(x).I ،يا تابعی از تغییرات لنگر لختی باشد )

( و I(x)0D(x)=E.)زمانی که ضريب کشسانی ثابت است 

زمان ضريب کشسانی و لنگر لختی باشد يا تابع تغییرات هم

(D(x)=E(x).I(x) بر اين پايه، تابع تغییرات .) سختی

توان به هرکدام از چهار شکل ( را می4رابطه ) خمشی در

 های زير پنداشت:رابطه
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 سازي پیشنهاديرابطه-3
ی ديفرانسیل ارتعاش آزاد حاکم بر هر يک از معادله

برنولی، برابر -بر پايه نگره تیر اولر 1عضوهای قاب شکل 

 های زير خواهد بود:رابطه

(10) 
   

   

2 2

2 2
,

, 0 1,2

i i i

i i

i i i

D x w x t
x x

G x w x t i

  
 

  

 

 

، تغییرشکل iw، محور طولی عضو و ixنی، در رابطه کنو

و  iD(x(های تابع باشند.، نشانگر زمان میtجانبی عضو و 

)iG(x (، تعريف شدند. 5( و )4های )نیز، پیشتر با رابطه

های جزئی مکانی و ای شامل مشتقی بالا، رابطهمعادله

با انتقال اين  سازد.زمانی است، که حل آن را دشوار می

ها به ی فرکانس، پاسخی زمان به حوزهمعادله از حوزه

بايد افزود، اين تبديل و  آيند.تری به دست میصورت ساده

ها نخواهد داشت. برای دستیابی به جداسازی، اثری بر پاسخ

 هایجويی از تابعاين هدف، راهکارهای گوناگونی مانند بهره

ر اين ب سخ تغییرشکل وجود دارد.نمايی و مثلثاتی در تابع پا
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-پايه، تابع پاسخ تغییرشکل عضو به صورت زير پنداشته می

 شود:

(11)     2( 1), nj t

in i in i jw x t w x e


    

اُم و nای مود ارتعاشی ، فرکانس زاويهnωکه در آن، 
inw ،

(، i=2( و تیر )i=1تابع پاسخ نظیر تغییرشکل جانبی ستون)

های بدون باشند. با تعريف عاملاُم میnدر مود ارتعاشی 

ξيکای  1 i
i i

i

x
c

L

 
  
 

 ،( )
( ) in i

in i

i

w x
W

L
  ،

0

0

1

2
i

i i

i

A
L

I


 
  

 

2)نسبت لاغری(،  

1

L
L

L
  نسبت(

02طولی(، 

01

I
I

I
  ،)نسبت لنگر لختی(

2 4
4 0 0

0 0

i i n i
in

i i

A L

E I

 
   ضريب بدون يکای فرکانس(

2طبیعی، 
2 1

1

n n L


 


های ( و از جايگزينی رابطه

 توان نوشت:(، می10( در معادله )11( و )5(، )4)

(12) 

   

   
4

2

4

ξ ξ 6 ξ ξ

6 ξ ξ 0

i i i i i i

in
i i i i

i

W W

W W
c



  

  



 

ی چهارم بالا، بر حسب ی ديفرانسیل مرتبهپاسخ معادله

( به قرار زير i=2و تیر ) (i=1های بسل و برای ستون )تابع

 خواهد بود:

(13) 

 

 

1 1 1 1

1 1 1 2

1 1

1 1 1 1

3 4

1 1 1

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2

1 1

1 1

5 1 6 1

7

2 2

1 8 1

2 2

2 2 1

2 2

2 2 1

n n

n n

n n

n n

W C I C J
c c

C K C Y
c c

W C I C J
c c

C K C Y
c c

   


   



   


   



     
     
       

   
   
       


    
     
       

   
   
       
















 

های مجهول ، ثابت8Cتا  1C هایدر اين رابطه، ثابت

های تیر و ستون سازه هستند. برای يافتن هشت تغییرشکل

-باشد. اين شرطثابت مجهول، نیاز به هشت شرط مرزی می

 ( آمده است.14رابطه )های مرزی در 

(14) 

 

 

 

 

   

   

       

   
   

2

1

2

1 1

2 2

3 3

1 1 2 2

3

2

2

1

2

1

1

2

1

1

1 1

0 0

0 0

0

0

0 0 0

0 0 0

01

0

1

1 1
1 1

f

f

fc

W

W

W

W

W W

W W

c W c W

c

K

K

I

L

K

W
LW W

 






 

  

 

 







 

  


 





  


 

 
 هایگاهسخت و تکیهقاب ساده ناهمگن با پیوند نیمه -1شکل 

 کشسان دورانی

های تغییرشکل های بالا در معادلهبا وارد نمودن شرط

هايی میان  ضرايب ( آمد، رابطه13ی )عضوها که در رابطه

گیرد. بر اين پايه، يک ثابت مجهول در دسترس قرار می

( 15دستگاه هشت معادله، هشت مجهول، همانند رابطه )

های های ماتريس ضريبآيد که در آن، درايهبه دست می

ثابت  F شوند.های مرزی حساب میبا توجه به شرط 

(15) 

11 12 13 14 15 16 17 18

21 22 23 24 25 26 27 28

31 32 33 34 35 36 37 38

41 42 43 44 45 46 47 48

51 52 53 54 55 56 57 58

61 62
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F F F F F F F F
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F F F F F F F F
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5
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0
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0

0

0

0              

0                    

0                    

C

C

C

C

C

CF F F F F F

CF F F F F F F F

CF F F F F F F F

     
     
     
     
     

   
    

   
   
   
   
      










 

در صورتی دارای پاسخ يگانه خواهد  دستگاه معادله کنونی،

. های ثابت، برابر صفر شودبود که دترمینان ماتريس ضريب

های جويی از دترمینان ماتريس ضريباز اين رو، با بهره

ی قاب برپا ی مشخصهمجهول و برابری آن با صفر، معادله

-های اين معادله، فرکانسگردد. با به دست آوردن ريشهمی

 گیرند. تم در دسترس قرار میهای طبیعی سیس

 

 

 

𝐾𝑓2 = 𝐾 𝑓2
𝐸02𝐼02

𝐿2
 

𝐾𝑓𝑐 = 𝐾 𝑓𝑐
𝐸02𝐼02

𝐿2
  

𝐾𝑓1 = 𝐾 𝑓1
𝐸01𝐼01

𝐿1
 

𝐷 𝑥2 , 𝐺 𝑥2 , 𝐿2 

𝐷 𝑥1 , 𝐺 𝑥1 , 𝐿1 
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)به سخن ديگر، معادله مشخصه قاب )M همانند رابطه ،

های طبیعی، فرکانستابعی از عامل بدون يکای (، 16)

بدون يکای  هایهای عضوها، ضريبضريب تغییر ويژگی

ی هاگاهی و عضوی، نسبتتکیهسختی دورانی پیوندهای 

 باشد.لختی و طول عضوها میلاغری، لنگر 

(16) 
1 11 2 1 22( ,c ,c , , , , , , , )n f f fcM M K K K I L    

 صحت سنجی-4
سازی پیشنهادی، دو به منظور وارسی دقت و کارايی رابطه

 (1)شوند. نخست، قاب شکل نمونه در اين بخش بررسی می

c)با عضوهای همگن  )0 های ساده گاهو تکیه

1 2 0( )f fK K   تحلیل شده است. بايد افزود، اين سازه

مورد ارزيابی قرار  [6]پیش از اين به وسیله سوفیانوپولوس 

طبیعی ارتعاش آزاد سه شکلِ های گرفته است و فرکانس

های متفاوت عضوی حساب )مود( نخست آن برای سختی

-های رابطهتوان ديد که يافته، می1اند. بر پايه جدول شده

 [6]های مرجع سازی پیشنهادی، همخوانی دقیقی با پاسخ

های دارند. افزون بر اين، راهکار پیشنهادی برای قاب

c)ناهمگن  )0 گاهی های متفاوت تکیهو شرط

1 2 0( )f fK K   .در نمونه ديگر، کاربرد خواهد داشت

 آزاد تیر ناهمگن دو سرست ارتعاش سه فرکانس طبیعی نخ

و  [9] هایمرجعهای ( با پاسخ=c 0.0-0.1-0.2گیردار )

نیز، دقت و  2های جدول پاسخاند. سنجیده شده [18]

زد. ساسازی پیشنهادی را به خوبی آشکار میکارايی رابطه

هايت نسختی ستون به سمت بیبايد افزود، در صورتی که 

های کنونی برای تیر ناهمگن نیز سازیمیل داده شود، رابطه

 به کار خواهند آمد.

هاي گوناگون در تحلیل ارزیابی اثر عامل-5

 ارتعاش آزاد قاب ناهمگن
-های ضريب تغییر ويژگیدر اين بخش، به بررسی اثر عامل

 های بدون يکای سختی دورانیهای عضوها و ضريب

های طبیعی و گاهی و عضوی بر فرکانسپیوندهای تکیه

شود. بايد های ارتعاشی قاب مورد مطالعه پرداخته میشکل

ها، برای سادگی و به منظور درک افزود، در تمامی نمونه

های تیر و ستون قاب های ياد شده، مشخصهبهتر اثر عامل

يکسان پنداشته خواهند شد. به سخن ديگر، 

1 2 1I L      شوند و به دنبال در نظر گرفته می

های آن، رابطه
1 2c c c   و

1 2n n     برقرار

 خواهند بود.

گاهی و اثر سختی دورانی پیوندهاي تکیه-5-1

 عضوي
های های همگن و ناهمگن، با سختیتحلیل ارتعاش آزاد قاب

گاهی و عضوی، در اين بخش، مورد بررسی دورانی متفاوت تکیه

های بدون يکای فرکانس طبیعی قاب همگن گیرد. ضريبقرار می

(0/0 c=در سه مود نخست، برای ،)  مقدارهای متفاوت
1fK ،

2fK  و
fcK در گزارش شده است. همچنین،  3، در جدول

در سه مود نخست  μ، به ترتیب، مقدار 5و  4های جدول

و  =c 1/0های های ناهمگن با ضريب تغییر ويژگیقاب

2/0c= ا هگاهو برای مقدارهای متفاوت سختی دورانی تکیه

ند. اسخت تیر به ستون در دسترس قرار گرفتهو پیوند نیمه

-های تکیهدهند، برای سختینشان می 5تا  3های جدول

گاهی کم و زياد 
1 2( 0,0.5,1 5)f fK K e  با افزايش ،

fcK( ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ،μ در هر سه )

ها                مود ارتعاشی و برای هر سه مقدار ضريب تغییر ويژگی

(2/0-1/0-0/0 c=افزايش می ،) يابد. با وجود اين، در

گاهی میانی های تکیهسختی
1 2( 5)f fK K  بسته به ،

، μها، مقدار شکل )مود( ارتعاشی و ضريب تغییر ويژگی

 کاهش يا افزايش خواهد يافت.

(، افزايش =0/0c، در مود يکم قاب همگن )3بر پايه جدول 

ها از ساده گاهیهسختی تک
1 2( 0)f fK K   به گیردار

1 2( 1 5)f fK K e  برای پیوندهای عضوی ساده و ،

 99/24درصدی و  43/25سخت، به ترتیب، سبب افزايش 

( μدرصدی در مقدار ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی )

شوند. همچنین، در شکل دوم ارتعاشی، با افزايش می

ها از ساده به گیردار، برای پیوندهای گاهدورانی تکیهسختی 

)عضوی ساده  0.1)fcK   و سخت( 1 5)fcK e مقدار ،

ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی، به ترتیب، افزايشی 

درصدی خواهد داشت. افزون بر  46/20درصدی و  99/24

ز ساده به گیردار، برای ها اگاهها، افزايش سختی تکیهاين

 56/12پیوندهای عضوی ساده و سخت، به ترتیب، افزايش 

برای مود سوم را در پی  μدرصدیِ مقدار  50/12درصدی و 

-نشان می 3های جدول خواهد داشت. از سوی ديگر، پاسخ

(، افزايش سختی =c 0/0دهند، در مود يکم قاب همگن )

)دورانی پیوند از ساده  0.1)fcK   به گیردار

( 1 5)fcK eهای ساده و سخت، به ترتیب، گاه، برای تکیه

درصدی در مقدار  72/0درصدی و  07/1سبب افزايش 

شوند. همچنین، ( میμضريب بدون يکای فرکانس طبیعی )

در شکل دوم ارتعاشی قاب، با افزايش سختی پیوند عضوی 
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های ساده گاهبه گیردار، برای تکیهاز ساده 

1 2( 0)f fK K   و گیردار
1 2( 1 5)f fK K e  ،

مقدار ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی، به ترتیب، 

 درصدی خواهد داشت.  46/20درصدی و  99/24افزايشی 

 تون، ر به سها، افزايش سختی دورانی پیوند تیافزون بر اين

های ساده و گیردار، به گاهتکیهاز ساده به سخت، برای 

درصدیِ  20/0درصدی و  26/0های اندک ترتیب، افزايش

 برای مورد سوم را به دنبال خواهد داشت. μمقدار 

های سادهگاه( در سه مود نخست قاب همگن با تکیهμهای بدون يکای فرکانس طبیعی )ضريب -1جدول 
1 2 0)(c f fK K  

I L 1 2 
 منبع شماره مود )شکل( ارتعاش

fcK
 

1/0 5/0 2 10 50 510 

1 1 35 45 

1 
7553/2 راهکار پیشنهادی  6574/2 9535/2 9097/2 9094/2 9003/2 

 9003/2 9024/2 9097/2 9535/2 6574/2 7553/2 [6]سوفیانوپولوس 

2 
 7476/3 7840/3 9765/3 2689/5 0643/3 1256/3 راهکار پیشنهادی

 7476/3 7840/3 9765/3 5689/5 0643/3 1256/3 [6]سوفیانوپولوس 

3 
 7537/5 7648/5 8184/5 1007/6 5006/5 5325/5 راهکار پیشنهادی

 7537/5 7648/5 8184/5 1007/6 5006/5 5325/5 [6]سوفیانوپولوس 

1 5 35 45 

1 
 4694/1 4878/1 6038/1 9370/0 2026/1 2326/1 راهکار پیشنهادی

 4694/1 4878/1 6038/1 9370/0 2026/1 2326/1 [6]سوفیانوپولوس 

2 
 6326/2 6467/2 7360/2 2318/2 4608/2 4749/2 راهکار پیشنهادی

 6326/2 6467/2 7360/2 2318/2 4608/2 4749/2 [6]سوفیانوپولوس 

3 
 3595/3 3838/3 4994/3 0618/3 1248/3 1348/3 راهکار پیشنهادی

 3595/3 3838/3 4994/3 0618/3 1248/3 1348/3 [6]سوفیانوپولوس 

1 1 30 150 

1 
 5338/1 5378/1 5622/1 1342/2 3558/1 3974/1 راهکار پیشنهادی

 5338/1 5387/1 5622/1 1342/2 3558/1 3974/1 [6]سوفیانوپولوس 

2 
 8514/2 8523/2 8563/2 8904/2 7815/2 8061/2 راهکار پیشنهادی

 8514/2 8523/2 8563/2 8904/2 7815/2 8061/2 [6]سوفیانوپولوس 

3 
 6902/3 7218/3 8668/3 1552/4 0549/3 1254/3 راهکار پیشنهادی

 6902/3 7218/3 8668/3 1552/4 0549/3 1254/3 [6]سوفیانوپولوس 

1 5 30 150 

1 
 7460/0 7555/0 8614/0 4754/0 6098/0 6250/0 راهکار پیشنهادی

 7460/0 7755/0 8164/0 4754/0 6098/0 6250/0 [6]سوفیانوپولوس 

2 
 3526/1 3652/1 4718/1 2102/1 2480/1 2550/1 راهکار پیشنهادی

 3526/1 3652/1 4718/1 2102/1 2480/1 2550/1 [6]سوفیانوپولوس 

3 
 9624/1 9749/1 1038/2 8563/1 8793/1 8839/1 راهکار پیشنهادی

 9624/1 9749/1 1038/2 8563/1 8793/1 8839/1 [6]سوفیانوپولوس 
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های های تغییر ويژگیدو سر گیردار با ضريب ( در سه مود نخست تیر ناهمگن2μهای بدون يکای فرکانس طبیعی )مربع ضريب -2جدول 

متفاوت 
1 2(c 0,0.1,0.2 , )f f fcK K K    

 منبع شماره مود )شکل( ارتعاش

c 

0/0 1/0 2/0 

1 

 563418/24 479607/23 373285/22 راهکار پیشنهادی

 563418/24 479607/23 373285/22  [18]قازاريان و همکاران

 563418/24 479607/23 373285/22 [9]هانگ و لی

2 

 704755/67 721068/64 672823/61 راهکار پیشنهادی

 704755/67 721068/64 672823/61  [18]قازاريان و همکاران

 704755/67 721068/64 672823/61 [9]هانگ و لی

3 

 723977/132 878017/126 903392/120 راهکار پیشنهادی

 723980/132 878020/126 903392/120  [18]قازاريان و همکاران

 724068/132 878051/126 903400/120 [9]هانگ و لی

c)( سه مود نخست قاب همگن μهای بدون يکای فرکانس طبیعی )ضريب -3جدول  0.0) گاهی و عضویهای متفاوت تکیهبا سختی 

fcK  

 شماره مود )شکل( ارتعاش
1 2f fK K  

105 50 10 5 1 5/0  1/0  

1416/3 1416/3 1416/3 /31416 5715/2 9392/2 1084/3 1 

0-0  9266/3 9679/3 1854/4 6404/4 1416/3 1416/3 1416/3 2 

2832/6 2832/6 2832/6 2832/6 0892/6 1956/6 2670/6 3 

2136/3 2136/3 2136/3 2136/2 6740/2 0189/3 1815/3 1 

5/0-5/0  9887/3 0301/4 2484/4 7057/4 2136/3 2136/3 2136/3 2 

3212/6 3212/6 3212/6 3212/6 1299/6 2348/6 3052/6 3 

5341/3 5341/3 5341/3 5341/3 0807/3 3619/3 5051/3 1 

5-5  2929/4 3361/4 5668/4 0502/5 5341/3 5341/3 5341/3 2 

5526/6 5526/6 5526/6 5526/6 3742/6 4716/6 5376/6 3 

9266/3 9266/3 9266/3 9266/3 5161/3 7643/3 8987/3 1 

105-105 7300/4 7801/4 0546/5 6338/5 9266/3 9266/3 9266/3 2 

0685/7 0685/7 0685/7 0685/7 9011/6 9918/6 0542/7 3 
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c)( سه مود نخست قاب همگن μهای بدون يکای فرکانس طبیعی )ضريب -4جدول  0.1) گاهی و عضویهای متفاوت تکیهبا سختی 

fcK  

 شماره مود )شکل( ارتعاش
1 2f fK K  

105 50 10 5 1 5/0  1/0  

2180/3 2180/3 8078/2 0567/3 1903/3 2043/3 2153/3 1 

0-0  0487/4 1156/5 2180/3 2180/3 2180/3 2180/3 2180/3 2 

4369/6 4369/6 2867/6 3674/6 4238/6 4304/6 4356/6 3 

2253/3 2253/3 8171/2 0646/3 1977/3 2118/3 2227/3 1 

5/0-5/0  0549/4 1220/5 2253/3 2253/3 2253/3 2253/3 2253/3 2 

4408/6 4408/6 2908/6 3714/6 4277/6 4343/6 4408/6 3 

2857/3 2857/3 8928/3 1298/3 2588/3 2725/3 2831/3 1 

5-5  1074/4 1761/5 2857/3 2857/3 2857/3 2857/3 2857/3 2 

4739/6 4739/6 3256/6 4052/6 4609/6 4674/6 4726/6 3 

9957/3 9957/3 6846/3 8649/3 9724/3 9842/3 9934/3 1 

105-105 8454/4 1280/6 9957/3 9957/3 9957/3 9957/3 9957/3 2 

2268/7 2268/7 0962/7 1657/7 2152/7 2210/7 2256/7 3 

c)( سه مود نخست قاب همگن μهای بدون يکای فرکانس طبیعی )ضريب -5جدول  0.2) گاهی و عضویهای متفاوت تکیهبا سختی 

fcK  
 شماره مود )شکل( ارتعاش

1 2f fK K  

105 50 10 5 1 5/0  1/0  

2904/3 2904/3 1191/2 9731/2 2421/3 2669/3 2858/3 1 

0-0  1652/4 6963/4 2904/3 2904/3 2904/3 2904/3 2904/3 2 

5846/6 5846/6 3121/6 4646/6 5628/6 5738/6 5824/6 3 

3041/3 3041/3 1552/2 9894/2 2561/3 2808/3 2996/3 1 

0.5-0.5  1769/4 7085/4 3041/3 3041/3 3041/3 3041/3 3041/3 2 

5920/6 5920/6 3202/6 4723/6 5702/6 5812/6 5899/6 3 

4084/3 4084/3 3934/2 1110/3 3624/3 3860/3 4040/3 1 

5-5  2686/4 8057/4 4084/3 4084/3 4084/3 4084/3 4084/3 2 

6534/6 6534/6 6534/6 5361/6 6321/6 6429/6 6514/6 3 

0622/4 0622/4 3576/3 8148/3 0219/4 0425/4 0583/4 1 

105-105 9561/4 6317/5 0622/4 0622/4 0622/4 0622/4 0622/4 2 

3794/7 3794/7 1455/7 2745/7 3601/7 3699/7 3775/7 3 
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دهند در مود يکم قاب ناهمگن نشان می 4های جدول پاسخ

(1/0 c=افزايش سختی تکیه ،)ها از ساده گاه

1 2( 0)f fK K   به گیردار
1 2( 1 5)f fK K e  ،

برای پیوندهای عضوی ساده و سخت، به ترتیب، 

درصدی در مقدار ضريب  17/24درصدی و  20/24افزايش

( را به دنبال دارد. همچنین، μبدون يکای فرکانس طبیعی )

ها اهگدر شکل دوم ارتعاشی، با افزايش سختی دورانی تکیه

از ساده به گیردار، برای پیوندهای عضوی ساده 

( 0.1)fcK   و سخت( 1 5)fcK e،  مقدار ضريب بدون

درصدی  17/24يکای فرکانس طبیعی، به ترتیب، افزايشی 

ها، افزايش درصدی خواهد داشت. افزون بر اين 68/19و 

ها از ساده به گیردار، برای پیوندهای عضوی گاهسختی تکیه

 27/12درصدی و  28/12ساده و سخت، به ترتیب، افزايش 

خواهد داشت. از  برای مود سوم را در پی μدرصدیِ مقدار 

 0.1، در مود يکم قاب ناهمگن )4سوی ديگر، بر پايه جدول 

c= افزايش سختی دورانی پیوند از ساده ،)( 0.1)fcK   به

)گیردار  1 5)fcK eهای ساده و سخت، به گاه، برای تکیه

 06/0درصدی و  08/0های ناچیز ترتیب، سبب افزايش

( μدر مقدار ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ) درصدی

شوند. همچنین، در شکل دوم ارتعاشی قاب، با افزايش می

های هگاسختی پیوند عضوی از ساده به گیردار، برای تکیه

ساده 
1 2( 0)f fK K   و گیردار

1 2( 1 5)f fK K e 

ب، ی، مقدار ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی، به ترت

درصدی خواهد داشت.  27/21درصدی و  81/25افزايشی 

ها، افزايش سختی دورانی پیوند تیر به ستون، افزون بر اين

های ساده و گیردار، هر دو، گاهاز ساده به سخت، برای تکیه

برای مود سوم را در  μدرصدیِ مقدار  02/0افزايش اندک 

 بر دارد.

(، =c 2/0گن )، در مود يکم قاب ناهم5بر پايه جدول 

ها از سادهگاهافزايش سختی تکیه
1 2( 0)f fK K   به

گیردار 
1 2( 1 5)f fK K e  برای پیوندهای عضوی ساده ،

 46/23درصدی و  51/23و سخت، به ترتیب، سبب افزايش 

( μدرصدی در مقدار ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی )

ارتعاشی، با افزايش شوند. همچنین، در شکل دوم می

ها از ساده به گیردار، برای پیوندهای گاهسختی دورانی تکیه

)عضوی ساده  0.1)fcK   و سخت( 1 5)fcK e مقدار ،

ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی، به ترتیب، افزايشی 

درصدی خواهد داشت. افزون بر  99/18درصدی و  46/23

ها از ساده به گیردار، برای گاهفزايش سختی تکیهها، ااين

 08/12پیوندهای عضوی ساده و سخت، به ترتیب، افزايش 

برای مود سوم را در پی  μدرصدیِ مقدار  07/12درصدی و 

-نشان می 5های جدول خواهد داشت. از سوی ديگر، پاسخ

(، افزايش سختی =c 2/0دهند، در مود يکم قاب ناهمگن )

)دورانی پیوند از ساده  0.1)fcK   به گیردار

( 1 5)fcK eهای ساده و سخت، به ترتیب، گاه، برای تکیه

درصدی در  01/0درصدی و  14/0های ناچیز سبب افزايش

شوند. ( میμمقدار ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی )

رتعاشی قاب، با افزايش سختی همچنین، در شکل دوم ا

های ساده گاهپیوند عضوی از ساده به گیردار، برای تکیه

1 2( 0)f fK K   و گیردار
1 2( 1 5)f fK K e  مقدار ،

ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی، به ترتیب، افزايشی 

درصدی خواهد داشت. افزون بر  01/22درصدی و  59/26

افزايش سختی دورانی پیوند تیر به ستون، از ساده ها، اين

های ساده و گیردار، هر دو، افزايش گاهبه سخت، برای تکیه

برای مود سوم را به دنبال  μدرصدیِ مقدار  03/0اندک 

 خواهد داشت.

، به ترتیب، نمودار (4)و  (3)، (2)های ها، شکلافزون بر اين

( مود يکم μ) تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی

 =c 2/0و  =c= ،1/0c 0/0های قاب با ضريب تغییر ويژگی

)را در برابر تغییرهای سختی عضوی  )fcK و برای سختی-

دهند. با توجه به گاهی نشان میهای متفاوت تکیه

توان ديد، با افزايش ، می(4)تا  (2)های نمودارهای شکل

يک روند  μسختی دورانی پیوند تیر به ستون، ضريب 

کاهشی را تا رسیدن به مقدار بحرانی 
fcK پیمايد. اين می

کاهش، در محدوه پیش از سختی عضوی بحرانی، بسیار 

باشد. پس از آن و در مقدار بحرانی شديد می
fcK،  يک

پرش در نمودار تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی 

، به طور تقريبی ثابت خواهد μدهد و در ادامه، مقدار رخ می

های کمتر از . به سخن ديگر، در سختیبود
fcK  ،بحرانی

های بیشتر از سختی فتار سازه به صورت تیری و برایر
fcK 

باشد. در اين میان، بحرانی، رفتار سازه به صورت قابی می

(، cهای مقطع )ها و ضريب تغییر ويژگیگاهسختی تکیه

گردند. مقدار سختی عضوی بحرانی می سبب جابجايی

ی هاگاهزمان سختی تکیهدهد، تغییر همنشان می (2)شکل 

(، از ساده به گیردار و در مود يکم، c=0.0قاب همگن )

بحرانی دارسبب جابجايی مق
fcK خواهد  02/2تا  50/1، از

-اهگزمان سختی تکیهنیز، با تغییر هم 3شد. بر پايه شکل 

(، از ساده به گیردار و در شکل =c 1/0های قاب ناهمگن )
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يکم ارتعاشی، مقدار بحرانی 
fcK 79/24تا  59/18، در بازه 

دهد، تغییر نشان می (4)شود. همچنین، شکل جا  میجابه

(، از =c 2/0های قاب ناهمگن )گاهزمان سختی تکیههم

ساده به گیردار و در مود يکم، سبب جابجايی مقدار بحرانی 

fcK خواهد گشت. 10/15تا  32/11، از 

در ادامه، نمودار تغییرات تغییرات ضريب بدون يکای 

 های همگن( مودهای يکم تا سوم قابμفرکانس طبیعی )

(0/0 c=( و ناهمگن )1/0- 2/0 c= در برابر تغییرهای ،)

گاهی سختی تکیه
1 2( )f fK K  و برای پیوندهای عضوی

)ساده  0.1)fcK   و سخت( )fcK   به ترتیب، در ،

های شکلاند. بر پايه نمودارهای آمده (7)تا  (5)های شکل

زمان سختی دورانی شود، با افزايش هم، ديده می (7)تا  (5)

ها از ساده گاهتکیه
1 2( 0)f fK K  به گیردار

1 2( 1 5)f fK K e  برای پیوندهای عضوی ساده ،

( 0.1)fcK   و سخت( 1 5)fcK e  و در هر سه مود

( افزايش μارتعاشی، ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی )

 هایيابد. در اين میان، افزايش ضريب تغییر ويژگیمی

گاهی بسیارکم و های تکیهمقطع نیز، در محدوده سختی

توان همچنین، می .گرددمی μبسیار زياد، سبب افزايش 

گاهی های تکیهديد، در قاب همگن، برای محدوده سختی

متوسط )میانی(، دارای شیب افزايش شديدتری نسبت به 

ای که در برخی مودهای باشد به گونههای ناهمگن میقاب

ای هارتعاشی، فرکانس طبیعی قاب همگن، بیشتر از قاب

توان ديد، افزايش سختی ناهمگن شده است. همچنین، می

پیوند عضوی از ساده به سخت، تنها برای شکل ارتعاشی 

خواهد داشت و در ديگر  μگیری بر افزايش ، اثر چشمدوم

اشد.بمودها، افزايش فرکانس طبیعی قاب، بسیار ناچیز می

 
c)( مود يکم قاب همگن μنمودار تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ) -2شکل  0.0)  در برابر تغییرهای

fcK  و برای

 گاهیهای متفاوت تکیهسختی

-اي )ضریب تغییر ویژگیي تابعی درجهاثر ماده-5-2

 هاي عضو(

در اين بخش، به منظور ارزيابی اثرهای ناهمگنی مواد، 

(FGM) با  1های ارتعاش آزاد سازه، قاب شکل بر پاسخ

های عضو بررسی متفاوت ضريب تغییر ويژگیمقدارهای 

(، cهای عضوها )شود. بر اين پايه، ضريب تغییر ويژگیمی

( ارزيابی گرديده است. =c 0.0-1/0-2/0برای سه مقدار )

برای سادگی و به منظور درک بهتر اثر  کند،يادآوری می

های تیر و ستون قاب يکسان عامل ياد شده، مشخصه

به سخن ديگر،  پنداشته خواهند شد.

1 2 1I L      شوند و به دنبال در نظر گرفته می

های آن، رابطه
1 2c c c   و

1 2n n     برقرار

 خواهند بود.
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c)( مود يکم قاب همگن μنمودار تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ) -3شکل  0.1)  در برابر تغییرهای

fcK  و برای

 گاهیهای متفاوت تکیهسختی

 

 
c)( مود يکم قاب همگن μنمودار تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ) -4شکل  0.2)  در برابر تغییرهای

fcK  و برای

 گاهیهای متفاوت تکیهسختی

سه مود ( μ)بر اين پايه، ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی 

-های مقطع و سختیهای تغییر ويژگینخست قاب با ضريب

1fcKهای عضوی گاهی متفاوت برای سختیهای تکیه  

10fcKو  گزارش شده  7و  6های ، به ترتیب، در جدول

درک بهتر رفتار قاب، نمودار است. همچنین، برای 

ا هتغییرهای فرکانس طبیعی در برابر ضريب تغییر ويژگی

 (8)های نیز، برای مودهای يکم تا سوم، به ترتیب، در شکل

دهند، ها نشان میاند. پاسخدر دسترس قرار گرفته (10)تا 
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-، همواره افزايش میμها، ضريب گاهبا افزايش سختی تکیه

های ارتعاشی و برای تمام در همه شکل يابد. اين پديده،

برقرار است. در اين میان، افزايش سختی  cهای ضريب

1fcKپیوندهای عضوی از    10بهfcK   و برای قاب

( نیز، سبب افزايش فرکانس طبیعی قاب در =c 0.0همگن )

اين، افزايش گردد. با وجود همه مودهای ارتعاشی می

زمان ضريب تغییر سختی پیوندهای عضوی با تغییر هم

گاهی، شکل های مقطع، بسته به سختی تکیهويژگی

، کاهش يا افزايش فرکانس طبیعی را در cارتعاشی و مقدار 

های بررسی پی خواهد داشت. در اين راستا و در میان گونه

در مود يکم و برای  μشده، بیشترين درصد افزايش 

1fcK  ا هدهد. در اين گونه، با تغییر ضريب ويژگیرخ می

ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی  =c 1/0به  =c 0/0از 

(μ حدود ،)يابد. همچنین، افزايش می ،درصد 06/24

در شکل ارتعاشی دوم و برای  μبیشترين درصد کاهش 

10fcK   روی خواهد داد. در اين گونه، با تغییر ضريب

ضريب بدون يکای فرکانس  =c 1/0به  =c 0/0ها از ويژگی

 يابد.کاهش میدرصد،  05/28(، حدود μطبیعی )

 

 
c)های همگن ( مود يکم قابμنمودار تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ) -5شکل  )0.0  و ناهمگن(c 0.1 ),0.2  در

گاهی های تکیهزمان سختیبرابر تغییر هم
1 2( )f fK K های عضوی متفاوتو برای سختی 

 
c)های همگن ( مود دوم قابμنمودار تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ) -6شکل  )0.0  و ناهمگن(c 0.1 ),0.2  در

گاهی های تکیهزمان سختیبرابر تغییر هم
1 2( )f fK K های عضوی متفاوتو برای سختی 

 
c)های همگن ( مود سوم قابμنمودار تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ) -7شکل  )0.0  و ناهمگن(c 0.1 ),0.2  در

گاهی های تکیهزمان سختیبرابر تغییر هم
1 2( )f fK K های عضوی متفاوتو برای سختی 
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گاهی های تکیههای مقطع و سختیهای تغییر ويژگی( سه مود نخست قاب با ضريبμهای بدون يکای فرکانس طبیعی)ضريب -6جدول 

1fcKمتفاوت برای   

1 2f fK K  
 c شماره مود )شکل( ارتعاش

105-105 5-5  5/0-5/0  0-0  

5161/3 0807/3 6740/2 5715/2 1 

0/0)همگن(   9266/3 5341/3 2136/3 1416/3 2 

9011/6 3742/6 1299/6 0892/6 3 

9724/3 2588/3 1977/3 1903/3 1 

1/0)ناهمگن(   9957/3 2857/3 2253/3 2180/3 2 

2152/7 4609/6 4277/6 4238/6 3 

0219/4 3624/3 2561/3 2421/3 1 

2/0)ناهمگن(   0622/4 4084/3 3041/3 2904/3 2 

3601/7 6321/6 5702/6 5628/6 3 

گاهی های تکیههای مقطع و سختیهای تغییر ويژگی( سه مود نخست قاب با ضريبμهای بدون يکای فرکانس طبیعی)ضريب -7جدول 

10fcKمتفاوت برای   

1 2f fK K  
 c شماره مود )شکل( ارتعاش

105-105 5-5  5/0-5/0  0-0  

9266/3 5341/3 2136/3 1416/3 1 

0/0)همگن(   0546/5 5668/4 2484/4 1854/4 2 

0685/7 5526/6 3212/6 2832/6 3 

/36864 8928/2 8171/2 8078/2 1 

1/0)ناهمگن(   9957/3 2857/3 2253/3 2180/3 2 

0962/7 3256/6 2908/6 2867/6 3 

3576/3 3934/2 1552/2 1191/2 1 

2/0)ناهمگن(   0622/4 4084/3 3041/3 2904/3 2 

1455/7 6534/6 3202/6 3121/6 3 

 

 
های ( با سختیc)های مقطع ويژگی( مود يکم قاب در برابر ضريب تغییرμنمودار تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ) -8شکل 

 و عضوی متفاوت گاهیتکیه
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های ( با سختیc)های مقطع ويژگی( مود دوم قاب در برابر ضريب تغییرμنمودار تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ) -9شکل 

 گاهی و عضوی متفاوتتکیه

 
های ( با سختیc)های مقطع ويژگی( مود سوم قاب در برابر ضريب تغییرμنمودار تغییرات ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ) -10شکل 

 گاهی و عضوی متفاوتتکیه

 

 نتیجه گیري-6
در پژوهش کنونی، راهکاری برای تحلیل دقیق ارتعاش آزاد 

-گاهتکیهسخت و پیوند نیمههای همگن و ناهمگن با قاب

 های تابعیمادهسان دورانی در دسترس قرار گرفت. های کش

های ای محوری )ناهمگن( با الگوی توانی و سختیدرجه

گاهی و عضوی، با فنرهای دورانی خطی الگوسازی تکیه

 برنولی، معادله ₋جويی از نگره تیر اولرشدند. با بهره

های پاسخسازه حل و  آزاد ارتعاش بر حاکم ديفرانسیل

به دست آمدند. سپس، با  های بسلدقیق، بر حسب تابع

های ثابت برپا های مرزی، ماتريس ضريبوارد نمودن شرط

ا، هگشت. از برابر صفر قراردادن دترمینان ماتريس ضريب

های معادله مشخصه سازه در دسترس قرار گرفت. پاسخ

ه را به دست های طبیعی سازحقیقی اين معادله، فرکانس

های مورد گونههای به دست آمده از ابی پاسخارزيداد. با 

 های زير دست يافت:توان به نتیجهبررسی، می

گاهی کم و زياد های تکیهبرای سختی -1

1 2( 0,0.5,1 5)f fK K e  با افزايش سختی دورانی ،

)عضوی  )fcK ضريب بدون يکای فرکانس طبیعی ،(μ در )

هر سه مود ارتعاشی و برای هر سه مقدار ضريب تغییر 

يابد. با وجود اين، (، افزايش می=c 0.0-1/0-2/0ها )ويژگی

گاهی میانی های تکیهدر سختی
1 2( 5)f fK K   بسته

، μها، مقدار به شکل )مود( ارتعاشی و ضريب تغییر ويژگی

 کاهش يا افزايش خواهد يافت.

( و =0/0cهای همگن )هر سه مود ارتعاشی قاب در -2

ها از ساده گاه(، افزايش سختی تکیه=c 1/0-2/0ناهمگن )

1 2( 0)f fK K   به گیردار
1 2( 1 5)f fK K e  ،

برای پیوندهای عضوی ساده و سخت، افزايش ضريب بدون 

اين ( را در پی خواهد داشت. بر μيکای فرکانس طبیعی )

های بررسی شده، بیشترين درصد پايه و در میان نمونه

 درصد خواهد بود. 99/24، حدود μافزايش 

با افزايش سختی دورانی پیوند تیر به ستون، فرکانس  -3

( يک روند کاهشی را تا رسیدن به مقدار بحرانی μطبیعی )

fcK سختی  پیمايد. اين کاهش، در محدوه پیش ازمی

باشد. پس از آن و در مقدار عضوی بحرانی، بسیار شديد می

بحرانی 
fcK يک پرش در نمودار تغییرات ضريب بدون ،

، به μدهد و در ادامه، مقدار يکای فرکانس طبیعی رخ می
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-طور تقريبی ثابت خواهد بود. در اين میان، سختی تکیه

يی (، سبب جابجاcهای مقطع )ها و ضريب تغییر ويژگیگاه

گردند. اين پديده، در طرح میمقدار سختی عضوی بحرانی 

های ناهمگن، بسیار مهم پیوند عضوی و به کارگیری ماده

 خواهد بود.

های بررسی شده، افزايش ضريب تغییر در میان نمونه -4

ی گاهی و عضوهای تکیههای مقطع، بسته به سختیويژگی

تواند سبب افزايش يا کاهش اشی، میو شماره مود ارتع

 های طبیعی سازه شود.فرکانس

گاهی، سختی های سختی دورانی تکیههريک از عامل -5

های عضو، در برخی دورانی عضوی و ضريب تغییر ويژگی

ها، اثر قابل توجهی بر فرکانس طبیعی سازه دارند. از حالت

های قابهای ياد شده را در طرح اين رو، اثر هر يک از عامل

 همگن و ناهمگن، بايستی در نظر گرفت.
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