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 ای آنمدلسازی دینامیکی رابطه بین میزان ویسکوالاستیک بودن بافت نرم و حالت لحظه
 

 2سید سپهر طباطبائی و*1سید ایوب میرطاوسی

 
 

 چکیده  اطلاعات مقاله

 24/05/1400: دريافت مقاله

 18/10/1400پذيرش مقاله: 

 
 نییو تب نییتع ،یمدلساز یمطرح شده در حوزه یاز مسائل چالش یکي ریاخ یهادر سال

تنش و  انیارتباط م انی. به منظور بباشدیمانند بافت نرم م کیسوالاستيماده و کيرفتار 

 ليتما .گرددیاستفاده م دیابزار مف کيبه عنوان  یکرنش بافت نرم از حسابان مرتبه کسر

م به نا یتوسط پارمتر ،خالص کیالاست ايخالص  سکوزيماده و کيرفتار بافت نرم به عنوان 

از زمان هستند، هدف  یخود توابع زیکرنش و مرتبه ن، . هرچند تنشگرددیم انیمرتبه ب

. لذا لازم است به باشدیاز حالت ماده م یبه عنوان تابع یمرتبه کسر يیمقاله شناسا نياز ا

 یعبه عنوان تاب ین مرتبه و زوج تنش و کرنش حذف و مرتبه کسریزمان ب تیتابع ینحو

ت به صور تیتابع نيبار ا نینخست یشود. برا انیکرنش ب -تنش یالحظه تیاز وضع

 جيبا استفاده از نتا یشنهادیمدل پ ی. جهت اعتبارسنجشده است شنهادیپ یکیناميد

حالت  یمدل فضا کي اند،دهز نیکه مرتبه را به صورت تابع زمان تخم نیشیپ یهاپژوهش

حاصل از  جيبا نتا ديجد یکیناميحاصل از مدل د جي. سپس نتاشودیآموزش داده م

 یشنهادیمدل پ یبدست آمده کارآمد جي. نتاردیگیقرار م سهيمورد مقا گريد یهاشيآزما

 .دهدینشان م یرا به خوب

 

 واژگان كلیدي:

 بافت نرم،

 ماده ويسکوالاستیک،

 شناسايی دينامیکی،

 کرنش،-رابطه تنش

 حسابان مرتبه کسری،

PEM. 

 

 1مقدمه-1

ت نرم از مباحث به روز مورد بحث در سازی بافمدل

رود. اين موضوع نخستین مهندسی و پزشکی به شمار می

. ]1 [بار برای استفاده در شبیه ساز جراحی پیشنهاد گرديد

مدل دقیقی از بافت نرم که به خوبی رفتار بافت را مدل

سازی نمايد، کاملاً بر کیفیت يادگیری نوجراحان تاثیر گذار 

سازی بافت نرم کاربردهای اين موضوع، مدل است. گذشته از

[ 3گیری از خون ][ نمونه2متنوعی مانند تزريق سوزن ]

شود که در [ و ... را شامل می4کاشت دانه راديو اکتیو ]

تمامی موارد اخیر لازم است ابزاری در يک بافت نرم تزريق 

کنش ابزار و محیط بافت بسیار مهم است. در گردد و برهم

از کابردهای کنونی نیاز به مدلی داريم تا در هر بسیاری 

لحظه از فرآيند، حالت بافت را به عنوان تابعی از زمان 

مشخص نمايد. به بیان ديگر نیاز به يک مدل پويا بسیار 

                                                 
 a.mirtavoosi@shr.ui.ac.ir * پست الکترونیک نويسنده مسئول:

 اصفهان، مرکز آموزش عالی شهرضا، دانشگاه گروه مهندسی برق، مربی. 1

 شهرضا یبرق، دانشگاه اصفهان، مرکز آموزش عال یگروه مهندس ار،يداستا .2

باشد. برای مثال در عملیات کارآمدتر از يک مدل ايستا می

کاشت دانه راديو اکتیو، دانه بايد در محل مشخصی کاشته 

ود. با تزريق سوزن، بافت نرم تغیر شکل يافته و لذا محل ش

يابد. پس تنها راه صحیح کاشت راديو اکتیو نیز تغییر می

کاشت دانه راديو اکتیو، استفاده از يک مدل پويای بافت 

است تا تغییر محل کاشت اولیه قابل پیش بینی باشد و کل 

[. 5، 4[ فرآيند کاشت دانه راديو اکتیو بدرستی انجام گردد

از منظر میکروسکوپی يک بافت نرم دو فاز دارد: مايعی مانند 

های غشايی. به همین دلیل از اين منظر آب يا خون و سلول

توان بافت نرم را ماده ويسکوز خالص يا الاستیک خالص نمی

پنداشت. متدواترين راهکار در نظر گرفتن بافت نرم به 

[ که برای مدل 10-6عنوان ماده  ويسکو الاستیک است ]

های مختلفی نیز پیشنهاد شده است. برخی کردن آن روش

کنند و هر جزء وويت استفاده می-ها از مدل کلويناز روش
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[. برای دستیابی 11گردد ]فنر معادل مدل می-توسط جرم

[ استفاده 12به دقت بیشتر از روش اجزاء محدود نیز در ]

در نظر  های قبلشده است. نقطه مشترک تمامی روش

وز و ماده ويسک "بین"گرفتن رفتار ماده ويسکو الاستیک 

، محاسبات مرتبه "بین"ی باشد. با تکیه بر واژهالاستیک می

کسری به عنوان راهکار ديگری برای مدلسازی 

 [. 13، 8ويسکوالاستیک پیشنهاد شده است ]

محاسبات مرتبه کسری مبحثی ديرينه است که به تازگی 

مهندسی کاربرد دارد.  مشتق مرتبه کسری سازی و در مدل

گردد توسط رابطه زير تعريف می αاز منظر کپوتو با مرتبه 

[14:] 
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     تعمیم عملگر فاکتوريل به

 [. 15مقادير کسری است ]

-مدلسازی رفتار ماده معادل با دانستن رابطه بین تنش

نشان  σ[.  در تعريف، تنش )که با 13رنش می باشد ]ک

داده می شود( نیروی نرمالیزه شده روی هر بخش از ماده و 

نمايش داده می شود( جابجايی نسبی آن ε کرنش )که با 

 کرنش -رابطه مرتبه کسری تنش بخش از ماده می باشد.

 شود:به صورت زير پیشنهاد می

(2) σ = pDαε 
تواند متغیر باشد می αی ست، اما مرتبهعددی ثابت ا pکه 

توجه داريم که در مکانیک مواد، برای يک ماده  [.16، 13]

الاستیک خالص، تنش رابطه خطی مستقیم با کرنش دارد 

)به عبارت ديگر با مشتق مرتبه صفرم آن مرتبط است( 

σيعنی  =  Eε = EDt
0ε  و برای يک ماده ويسکوز خالص

تق مرتبه اول کرنش در ارتباط تنش به صورت خطی با مش

σاست ) =  bε̇ = bDt
1ε.) 

بايد گفت در يک ماده ويسکو  "بین"پس در تفسیر واژه 

ام کرنش دارد. بدين qالاستیک، تنش رابطه خطی با مشتق 

در نظر گرفتن اين رويکرد  ( تعبیر می گردد.2صورت رابطه )

مفهومی در مدلسازی سبب شده است تا پژوهشگران روش

ی متفاوتی برای تصديق مدل ارائه شده را بکار برند. در ها

[ از يک مدل مرتبه کسری برای مدل سازی تنش کابل 17]

                                                 
1 Adaptive Order and Parameter Estimation Method 

های واقعی مقايسه شده است. در استفاده شد و مدل با داده

های مستخرج از يک سیستم رباتیکی به منظور [ داده18]

 همدلسازی تغییر شکل بکار رفته است. در اين مدل مرتبه ب

qعنوان تابعی از زمان در نظر گرفته شده )يعنی  = q(t) )

ای ثابت، اين مرتبه متغیر با زمان و با استفاده از توابع تکه

يک الگوريتم ژنتیک، ضرائب  تخمین زده شده است. سپس

-زند. همگرايی روش تخمین مرتبهثابت را تخمین می

[ اثبات شده است که 13( در ]1AOPEMپارامتر تطبیقی )

ر آن با يک مدل مرتبه کسری متغیر با زمان، تغییر حالت د

يک بعدی بافت نرم بیان شده است. نتايج اين تخمین در 

( آمده است. در مقاله حاضر نیز برای مقايسه و 1شکل )

اعتبار سنجی روش پیشنهادی مبتنی بر مدل دينامیکی از 

 شود.[ استفاده می13نتايج حاصل از رويکرد مرجع ]

 [ مرتبه تابعی از زمان در نظر گرفته18و  13ت ]در مقالا

شده است. چون حالت ماده يعنی میزان تنش و کرنش در 

هر نقطه و در هر لحظه خود کمیتی متغیر بازمان است، 

پس در عمل فرض تابع زمان بودن مرتبه صحیح نیست، 

 تواندمی صريحی از حالت ماده( لذا، مرتبه )به عنوان تابعی
یر صريحی از زمان باشد. اما در نظر گرفتن خود تابع غ

توان وابستگی زمانی مرتبه يک مشکل عمده دارد که نمی

مرتبه را پیش بینی نمود. بر اساس دانش علم مکانیک، 

مقدار ويسکوالاستیک بودن ماده به حالت ماده وابسته است 

[19.]  

پس موضوع اصلی اين مقاله، حذف تابعیت نسبت به زمان 

ی بین مرتبه و زوج تنش و کرنش آوردن رابطه و به دست

با يک رويکرد جديد است. به بیان ديگر به دنبال سیستمی 

هستیم که خروجی آن مرتبه و ورودی آن زوج تنش و 

اکنون مسأله ديگری مطرح است که چگونه  کرنش است.

؟ کرنش را بدست آوريم-اين تابعیت بین مرتبه و زوج تنش

بعدی مرتبه کسری اشاره شده در به اين منظور مدل يک 

های بدست آمده (. داده2AOPEMبريم )[ را به کار می13]

[ نیز برای برای تشکیل 13از چند آزماش انجام شده در ]

 AOPEMروند. های آموزش و تست بکار میمجموعه داده

کرنش و مرتبه کسری را به عنوان تابعی از زمان -زوج تنش

         بعیت زمان بین زوج جهت حذف تا کند.ارائه می

 توان در نظر گرفت.دو رويکرد می کرنش و مرتبه -تنش
 

2  Adaptive Order and Parameter Estimation Method 
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 
 )د(

)الف(، تنش )ب( کرنش تخمین شده شده با  -1شکل 

AOPEM  ج( مرتبه تخمین زده شده با(AOPEM  )د(

( 3. )آزمايش شماره AOPEMضريب تخمین زده شده با 

[13] 

[ بیان شده است، از يک 20در ] در رويکرد اول مانند آنچه

رابطه جبری ايستا استفاده می گردد. اما به نظر می رسد 

ای مرتبه تاثیر گذار روند تغییرات حالت ماده بر مقدار لحظه

ای مرتبه نه تنها تابعی از است. بدين معنی که مقدار لحظه

حالت ماده است، بلکه تابعی از نرخ تغییرات حالت ماده نیز 

و لذا در رويکرد دوم برای نخستین بار از يک مدل می باشد 

-نمايیم که در آن زوج تنش( استفاده میPEMدينامیکی )

کرنش مجموعه آموزش به عنوان ورودی و مرتبه کسری 

همان مجموعه )که پیشتر توسط الگوريتم تطبیقی بدست 

گردد. سپس دادهاند( به عنوان خروجی آن تعريف میآمده

های تست به شبکه ديگر به عنوان دادههای يک آزمايش 

آموزش ديده اعمال گرديده و در نهايت میزان دقت فرآيند 

 شناسايی سنجیده خواهد شد.

های مشابه، تفاوت رويکرد اتخاذ شده در اين مقاله با روش

[ برای شناسايی مرتبه 13بخصوص روندی که در مرجع ]

تبه یت مربه کار رفته مفروضاتی است که بر آن مبنا تابع

[ به اين خاطر که 13شود. در واقع مرجع ]مشخص می

هدف را شناسايی تطبیقی رفتار بافت قرار داده، به دنبال 

شناسايی دقیق مرتبه نرفته است. اين مهم در مقاله حاضر 

متفاوت است. چراکه اين مقاله نظر به کاربرد مدل بافت نرم 

گر، در مرجع در کاربردهايی نظیر جراحی دارد. به بیان دي

[ مرتبه تابعیت زمان دارد و اين تابعیت نیاز به شناسايی 13]

ندارد. اما اگر هدف پیش بینی جابجايی بافت باشد ديگر 

تابعیت از زمان معنا ندارد، چرا که اين تابعیت صريح نیست 

ای( و در واقع با واسطه حالت ماده )تنش و کرنش لحظه

بايد به اصل مطلب  کند. پس بدين منظورمعنا پیدا می

رجوع کرد، يعنی مرتبه را تابعی از حالت ماده دانست. اگر 

اين حالت در بستر زمان تغییر  کند، مرتبه نیز چنین خواهد 

[ اين تابعیت ضمنی از زمان 13بود. )چنان که در مرجع ]

مفروض است.( اما زمان در اين میان متغیر مستقل اصلی 

ی تنش و کرنش شناساي نیست. پس بايد تابعیت صريح از

شود تا بتوان مرتبه و به تبع آن جابجايی بافت را پیش بینی 

 کرد.

برای نخستین بار، رويکرد لحاظ شده برای شناسايی تابعیت 

مرتبه در اين مقاله يک رويکرد دينامیکی است. در واقع 

فرض بر آن است که يک سیستم دينامیکی خطی دو 

جود دارد که با تک خروجی در فضای حالت و-ورودی

 زند.داشتن تنش و کرنش مرتبه را تخمین می

ر از ترويکرد شناسايی دينامیکی پیشنهادی قويتر و منعطف
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فرض کردن يک تابعیت جبری بین ورودی و خروجی است 

 1PEMو منجر به تخمین بهتری خواهد شد. ضمناً روش 

در صورتی که اندازه گیری دستخوش نويز باشد، قادر به 

 ايی نیز هست.نويززد

[ تعدادی آزمايش 13های صورت گرفته در ]از آزمايش

ها به عنوان مجموعه اند که هر بار يکی از آنانتخاب شده

روند. با  در آموزش و ديگری جهت مجموعه تست بکار می

دهیم که مفهوم های مختلف نشان مینظر گرفتن ترکیب

ست ا کرنش معقول-وابسته بودن مرتبه کسری به زوج تنش

و فرآيند تخمین مرتبه کارايی لازم را داراست. با در اختیار 

-ای به همراه زوج تنشداشتن چنین شبکه آموزش ديده

توان مرتبه کسری را تخمین زد و بنابراين تغییر کرنش می

 شکل بافت نرم قابل پیش بینی است.

در نهايت مراحل زير برای تعیین مقدار ويسکو الاستیک 

 شود:ن تابعی از حالت ماده انجام میماده به عنوا

با استفاده از داده های مستخرج از چیدمان آزمايش،  -1

گیريم که اين کرنش را با مرتبه متغیر در نظر می-زوج تنش

    مرتبه متغیر مقدار ويسکوالاستیک بودن ماده را تعیین

 کند.می

های مختلف، تنش و کرنش را به با توجه به آزمايش -2

استفاده از معادلات نمايیم. با وابعی از زمان بیان میصورت ت

مرتبه  AOPEMروش شناسايی تطبیقی (، 8ی شماره )رابطه

گردد و به عنوان نیز به صورت تابعی از زمان بیان می

شود )شکل شماره لحاظ می 3خروجی و مرجعی برای بند 

2) 

ای( و میزان ويسکو حالت ماده )تنش و کرنش لحظه -3

ای( به عنوان ورودی و یک بودن ماده )مرتبه لحظهالاست

شود. اين شبکه برای داده می PEMخروجی به يک شبکه 

يادگیری رابطه بین ورودی و خروجی براساس معادلات 

 (.3بیند )شکل شماره ( آموزش می12موجود در رابطه )

های قبل، از آزمايش ديگری برای تشکیل مطابق با گام -4

ستفاده شده و خطای آزمايش محاسبه های تست اداده

 گردد.می

های آموزش و های مختلف دادهبا در نظر گرفتن ترکیب -5

 رد.پذيآزمايش و تصديق مدل بدست آمده، فرآيند پايان می

روش استفاده شده در مراحل آموزش و تست بکار رفته در 

 های زير نمايش داده شده استادامه کار در فلوگراف

                                                 
1 Prediction Error Estimation Method 

 
 وگراف مرحله آموزشفل – 2شکل 

 
 فلو گراف مرحله تست – 3شکل 

 با توجه به موارد فوق، ادامه مقاله به شرح زير می باشد:

در بخش بعد به معرفی روش شناسايی مستقیم تطبیقی و 

پردازيم. در می PEMروش شناسايی غیرمستقیم با روش 

 4شود. در بخش بخش سوم فرآيند تشخیص معرفی می

های آموزش و تست ارائه مختلف مجموعه نتايج با انتخاب

به نتیجه گیری مقاله اختصاص  5گردد. در نهايت بخش می

 دارد.

 شناسایی مرتبه  -2
شناسايی مرتبه چنان که گفته شد با لحاظ کردن دو فرضیه 

فرض کنیم مرتبه تابع مستقیم زمان است.  -1ممکن است: 

 فرض کنیم مرتبه تابع حالت سیستم است. -2

حالت يک را در نظر بگیريم، در هر بار جراحی بايد اگر 

عملیات شناسايی مرتبه را نیز به طور موازی اجرا کنیم و 

نتايج يک آزمايش در مورد آزمايش ديگر قابل اتکا نخواهد 

بود. اما رويکر دوم تابعیت کلی مرتبه از تنش و کرنش را 

ری گیدهد و با دانستن اين تابعیت با اندازهمدنظر قرار می

[ 13تنش و کرنش مرتبه قابل حد است. فرض نخست در ]

در نظر گرفته شده و قضايايی برای تخمین مرتبه در آن 

مرجع اثبات شده است. در اينجا نیز برای آموزش مدل 
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دينامیکی از اين نتايج استفاده خواهیم کرد. بنابراين 

[ در ادامه ذکر 13ای از موارد اثبات شده در ]خلاصه

 د.شومی

 شناسایی تطبیقی -2-1

[ 13در اين بخش به بررسی روش شناسايی تطبیقی که در ]

پردازيم. اين روش در چارت ارائه استفاده شده است، می

شده در قسمت قبل و در محاسبه مرتبه به صورت تابعی از 

حالت ماده استفاده شد و در اعتبار سنجی روش  پیشنهادی 

واقع با تکیه بر نتايج بدست کند. در نیز نقش مهمی ايفا می

آمده از اين روش، کارآمدی روش پیشنهادی شناسايی 

گردد. در ادامه با بیان تطبیقی در فضای حالت تصديق می

و اثبات يک لم و يک قضیه به بررسی شناسايی روش 

 تطبیقی می پردازيم.

مدل -[13] 1لم 
* ( ) *

0 ( ) ( , )C t T

tD x t p t u   را به

 ( در حالی در نظر بگیريد که:2عنوان تقريبی برای )

(3) 

* * * *

* *

* * * *

( , ) ( , )( ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
T

p t P t x x t

P t P t

P t t t P t

   

  

     

 

  

0( 3که در رابطه ) 1  نامیم می 1را ضريب فراموشی

 و:

(4) ( ) 1

0

1
( , ) ( ) ( )

( ( ))

t
tt t u d

t

    


 
 

 

)*در اينصورت در شرايطی که  , )t   عضوL  ًمداوما

p*باشد 2رکمح p  و مقدارT  وجود دارد که برای

؛هر مقدار دلخواه 
*t T x x     يا به

)*عبارتی  ) 0x x  . 

 توان نوشت:می اثبات:

(5) 

*

*

( ) 1
* *

*0

( ) 1

*0

* *

*

( )
( ) ( )

( ( ))

( )
( ) ( )

( ( ))

( , )

t
t

T

t
t

T

T

T

t
x t p u d

t

t
x t p u d

t

x p

x p t






 




 





 






















  

                                                 
1 Forgetting Factor 

 

ل مسئله به فرم مسئله کانونی تخمین کمترين مربعات حا

( 3آيد. لازم به ذکر است که فرم )با ضريب فراموشی در می

 بیان شده در صورت قضیه با فرم بسته زير معادل است.

(6) 

( ) *

0

( ) 1

0

( , ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )( )

t
t

t
t T

p t P t e x d

P t e d

 

 

      

       

 

  








 

p*خطای پارامتری را به صورت  p p   در نظر

)*بگیريد. داريم  )p p P x x      خطای .

توان به صورت را نیز می سیگنالی 
* Tx x p     بیان کرد. تابع کانديدای لیاپانوف

 
11

2

T
V p P p


کنیم. بدين ترتیب خواهیم را تعريف می

 داشت:

1 1 1

1 1

1 1 1

2 2 2

1 1 1
( )

2 2 2

1 1 1

2 2 2 2

1
0

2 2

T T T

T T T T

T T T T T T T

T T T

V p P p p P p p P p

PP p p P p p P P

p p p Pp p p p p

p p p Pp

    


  




  

 

  

     

    

   

 

(7) 

0Vپس    0وp   0و   اين اثبات را کامل

 کند.می

( در بازه 2برای سیستم ) -[13]  1قضیه  0t T 

با مرتبه نامعلوم متغیر با زمان 
* *0 ( ) 1,t M     و بردار پارامتر نامعلوم

*p  قوانین تطبیق زير، مرتبه و پارامتر را با خطای به

 زنند.دلخواه کوچک تخمین می

(8) 

*

*

ˆ ( )

0

ˆ ˆˆ( ) ( , )

ˆ ˆ( , ) ( , )

ˆ ˆ( )

ˆˆ ( )C T

t

T

t

p P x x t

t t P

x x

D x t p u

P P P





 











 

 

  

 
0ثابت مثبت و يک  جا که در اين 1   ضريب

و: فراموشی است

2 Persistent of Excitation 
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t
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t
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t
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p t P t e x d
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(9) 

 و نیز:

(10) 

ˆ

ˆ

( , )
ˆ( , ) |

( , )
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(
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t
p t
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دو رابطه نخست، مربوطه به تخمین برخط پارامتر  اثبات:

است طبق لم اخیر با تعريف خطای تخمین مرتبه به صورت 

* ˆ     21تابع کانديدای لیاپانوف

2
V   را در

 نظر بگیريد. داريم:
* * * *ˆ ˆ ˆ( ) ( )( )V x x             

*با جايگذاری  ˆx x وجود دارد ،T  که برایt T؛ 

(11) 

* 2 * 2

* 3

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ( )

V M

K t

     

  

      

  
 

0فرض کنید  0گاه عدد مثبت . آن  وجود دارد که

0   . 

در رابطه بالا بدست خواهد آمد که  Vبا تعیین علامت 

tبرای  T  در بازه* 0
12

0

2
ˆ

2 K

M

M
 




   


 

 منفی است.  Vمقدار 

*. زيرا اگر مانديعنی خطای تخمین محدود می ˆ  

بخواهد از حد 
2

0

2M


بالاتر رود، چون در اين ناحیه  

0V شود. اين به معنای ، باز به درون ناحیه کشیده می

*آن است که  ˆ  است  1به طور محلی غايتاً محدود

ن محدوديت مقدار و باند اي
2

0

2M


باشد. برای رسیدن می 

به اين محدوده کافی است شرايط آغازين تخمین طوری 

*انتخاب شود که در بازه  0

2

0

2
ˆ

2 K

M

M
 




  


 

                                                 
1 Locally Ultimately Boundedness 

 باشد.

 (PEMروش شناسایی در فضاي حالت )  -2-2

يک روش تخمین سیستم دينامیکی در فضای  PEMروش 

ه های تصادفی آغشته به برای تخمین سیستمحالت است ک

ها گیری روی آننويز که هم نويز پردازش و هم نويز اندازه

 رود.گذارد به کار میاثر می

 سیستم مورد تخمین به صورت زير قابل بیان است:

(12) 
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x t A x t B u t w t

y t C x t v t

     

   

 A ،Bخروجی آن است،  𝑦های سیستم، حالت xکه در آن 

های ابع پارامترهای تخمینی هستند، ماتريسکه ت Cو 

نیز دو نويز گوسی  wو  vتوصیف کننده دينامیک هستند. 

گیری نويز اندزه vنويز پردازش و  wباشند که جداگانه می

 شود. در مورد کوواريانس نويزها داريم:نامیده می

(13) 
1

2

12

{ ( ) ( )} ( )

{ ( ) ( )} ( )

{ ( ) ( )} ( )

T

T

T

E w t w t R

E v t v t R

E w t v t R

 

 

   

 تیب است که چونعملیات تخمین به صورت کلی بدين تر

نويز پردازش را در اختیار نداريم، يک سیستم ديگر که 

( است را به صورت تحقق در فضای 12معادل با سیستم )

سازيم. متغیرهای حالت اين سیستم تخمینی حالت می

نااريب از متغیرهای سیستم اصلی است. يعنی يک 

ند تواگر لوونبرگر نیاز داريم. )که در حالت بهینه میتخمین

فیلتر کالمن باشد.( يک خروجی مجازی نیز برای اين 

 کنیم.سیستم تعريف می

(14) 

ˆ( 1, ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ            ( )[ ( ) ( ) ( , )]

ˆ ˆ( | ) ( ) ( )

x t A x t B u t

K y t C x t

y t C x t

     

    

  

 

 هایبینیم که پارامترهای اين سیستم همان ماتريسمی

که بهره فیلتر کالمن است  Kسیستم اصلی هستند. به جز 

 آيد.و به صورت زير به دست می

(15) 
1

12 2

( ) [ ( ) ( ) ( )

  ( )][ ( ) ( ) ( ) ( )]

T

T

K A P C

R C P C R 

    

      
 

سازی اين دو سیستم با فرض دانستن کوواريانس معادل

در رابطه بالا )که اتفاقاً کوواريانس خطای  P̅نويزها است. 



 87                                                                                                                                       میرطاوسی و طباطبائی 

 

 1401، تابستان 69، شماره بیستمسال                                                                            له مدل سازی در مهندسیمج

x-ˆتخمین ) x نیز هست( از حل معادله جبری ريکاتی )

 آيد.به دست می

(15) 

1

12

1

2

12

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

           [ ( ) ( ) ( )

( )][ ( ) ( ) ( )

                ( )] [ ( ) )( ) ( )

                                   ( )]

ˆ ˆ( ) {( ( ) ( , ))( ( ) ( , )) }



      

   

    

    

 

     

T

T

T

T

T

T

P A P A R

A P C

R C P C

R A P C

R

P E x t x t x t x t

 

ی تم ساخته شده را با سیستم اصلکه بتوان سیساما برای اين

 دهیم:هايشان را با هم يکسان قرار میقیاس کرد، خروجی

(17) ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( )[ ( ) ( , )] ( )       y t C x t C x t x t v t 

 و بنابراين سیستم تخمینگر به صورت زير خواهد بود:

(18) 
ˆ ˆ( 1, ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ( , ) ( )

       

   

x t A x t B u t K e t

y t C x t e t
 

𝑒که  = 𝑦 − 𝐶�̂� ،اگر سیستم اصلی نويزی باشد .𝑒  نیز

 يز است.از جنس نو

 فرآیند تشخیص -3

رود، سیگنالدر اين بخش که بخش اصلی مقاله به شمار می

که  PEMهای مختلف به شبکه های تنش و کرنش آزمايش

شود. توضیحات آن در بخش قبل ارائه شد، تحويل می

خروجی اين شبکه نیز سیگنال مرتبه کسری به عنوان تابعی 

آمده است.  بدست AOPEMاز زمان است که قبلا توسط 

( 2لازم به يادآوری است که سیگنال مرتبه کسری از مدل )

قابل اندازه گیری نیست و بايد توسط الگوريتمی تخمین 

الگوريتم تخمین است که اثبات  AOPEMزده شود. 

[ ارائه شده است. به همین دلیل 13همگرايی آن در ]

خروجی اين الگوريتم، در اين مقاله به عنوان خروجی شبکه 

PEM  در نظر گرفته شده است. در ادامه سعی داريم اين

 -داری از زوج تنشفرضیه که مرتبه کسری تابع معنی

 باشد را تصديق نمايیم.کرنش در هر لحظه می

 (9)، (4)های شماره نتايج حاصل از آموزش شبکه در شکل

های نمايش داده شده است. با در نظر گرفتن داده (14)و 

های های آموزش و دادهه عنوان دادهب 1آزمايش شماره 

های تست، روش بیان شده به عنوان داده 2آزمايش شماره 

در بخش نخست اجرا شده و نتايج حاصل از آن در شکل 

( مشخص شده است. نتايج حاصل از انتخاب 5شماره )

های آموزش و تست، در های مختلف به عنوان دادهآزمايش

 .ساير اشکال نماش داده شده است

کند. اين نمودارها به خوبی فرضیه اصلی مقاله را تصديق می

تابعیت معناداری بین مرتبه کسری و حالت ماده وجود دارد 

آشکار شده است. از آنجا  PEMکه اين تابعیت توسط شبکه 

که خطای آموزش و خطای آزمايش هر دو به میزان مناسبی 

تبه و رکم است، نتیجه مويد فرضیه رابطه دينامیکی بین م

کرنش است. اين بدان معناست که تغییرات  –زوج تنش 

مرتبه )که مبین میزان ويسکوز يا الاستیک بودن ماده است( 

با حالت ماده رابطه خطی دارد اين رابطه دينامیکی است. 

های مختلف ها و لحاظ کردن حالتهمچنین تعدد آزمايش

 نمايد.آموزش و تست رويکرد پیشنهادی را تصديق می

 
و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -4شکل 

AOPEM  (1)آموزش با آزمايش شماره 

 
و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -5شکل 

AOPEM  و تست با آزمايش  1)آموزش با آزمايش شماره

 (2شماره 
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و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -6شکل 

AOPEM  تست با آزمايش و  1)آموزش با آزمايش شماره

 (3شماره 

 
و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -7شکل 

AOPEM  و تست با آزمايش  1)آموزش با آزمايش شماره

 (4شماره 

 
و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -8شکل 

AOPEM  و تست با آزمايش  2)آموزش با آزمايش شماره

 (1شماره 

 
و  PEMده توسط مرتبه کسری تخمین زده ش -9شکل 

AOPEM  (2)آموزش با آزمايش شماره 

 
و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -10شکل 

AOPEM  و تست با آزمايش  2)آموزش با آزمايش شماره

 (3شماره 

 
و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -11شکل 

AOPEM  و تست با آزمايش  2)آموزش با آزمايش شماره

 (4شماره 
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و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -12شکل 

AOPEM  و تست با آزمايش  3)آموزش با آزمايش شماره

 (1شماره 

 
و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -13شکل 

AOPEM  و تست با آزمايش  3)آموزش با آزمايش شماره

 (2شماره 

 
و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -14شکل 

AOPEM (3با آزمايش شماره  )آموزش 
 

 
و  PEMمرتبه کسری تخمین زده شده توسط  -15شکل 

AOPEM  و تست با آزمايش  3)آموزش با آزمايش شماره

 (4شماره 
 های حاصل از شناسايی و خطای آموزشماتريس -1جدول 

شماره 

 آزمايش
 هاماتريس

درصد 

خطای 

 نسبی

1 
𝐴 = [

−2/3 −5/5
1/4 8/5

] . 𝐵 = [
1/1 2/3

0 −4/4
] 

𝐶 = [−9/3 0/4]. 𝐾 = [
11/4
−8/6

] 
3477/2  

2 

𝐴 = [
−1/7 −4/5
0/9 9/2

] . 𝐵

= [
0/8 2/7

−0/3 −5/1
] 

𝐶 = [−10/1 0/2]. 𝐾 = [
12/7
−8/1

] 

4390/5 

3 
𝐴 = [

−3 −5/4
1 7/9

] . 𝐵 = [
0/9 2/1

−0/2 −5/1
] 

𝐶 = [−10/3 0/4]. 𝐾 = [
11/1
−8/4

] 
0865/1 

4 

𝐴 = [
−2/1 −5/9
1/3 8/3

] . 𝐵

= [
1/2 2/4

−0/1 −4/2
] 

𝐶 = [−9/5 0]. 𝐾 = [
11/2
−8/8

] 

0985/2 

 PEMهای محاسبه شده توسط روش ماتريس 1در جدول 

های چهارگانه حالت استفاده از هر يک از آزمايش 4در 

برای آموزش و خطای آموزش سیستم تخمین نشان داده 

 شده است.

ای نسبی اندک شود که در هر چهار حالت خطمشاهده می

های درصد است و نیز حدود تغییرات درايه 11کمتر از 

های متناظر کم است. برای تصديق اين مطلب با در ماتريس

 2به عنوان مرجع، در جدول شماره  1نظر گرفتن آزمايش 

خطای نسبی تغییرات نُرم هر ماتريس نسبت به 

آمده است. اين جدول  1های حاصل از آزمايش ماتريس

دهد که خطا زياد نیست و به عبارتی اين طور می نشان

نیست که استفاده از هر آزمايش برای شناسايی به سیستمی 

با فاصله زياد از سیستم مبنا منجر شود. در واقع اين جدول 
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ها در حد کمی وابسته به دهد که مقادير ماتريسنشان می

های آموزش است. اين يعنی که ارتباط بین انتخاب داده

ودی و خروجی در واقع وجود دارد و شناسايی دچار ور

 نیست. 1فرابرازش

های شناسايی شده خطای نسبی تغییرات ماتريس -2جدول 

 1های حاصل از آزمايش نسبت به ماتريس

شماره 

 آزمایش
A B C K 

2 98/11  36/16  86/8  75/9  

3 21/8  43/15  74/10  52/1  

4 51/4  61/4  80/4  98/1  

رزيابی شناسايی را وقتی که سیستم جدول زير خطای ا

به  4تا  1های شناسايی شده با استفاده از يکی از آزمايش

دست آمده و با ديگری مورد ارزيابی قرار گرفته است، نشان 

 دهد.می

 خطای ارزيابی -3جدول 

شماره داده 

 آموزش

شماره 

داده 

 ارزیابی

 درصد خطاي نسبی

1 

2 4226/5  

3 5112/8 

4 0046/2 

2 

1 8437/9 

3 3279/1 

4 7130/5 

3 

1 6555/6 

2 4199/1 

4 2890/9 

درصد و باز هم  15بینیم که خطای ارزيابی نیز کمتر از می

قابل قبول است و هر زوجی که برای آموزش و ارزيابی 

رسیم. اين روند در واقع لحاظ کنیم به تخمین خوبی می

ی روش شناساي فرضیه مورد بررسی در اين مقاله و کیفیت

دهد که رويکرد مورد استفاده کند و نشان میرا تصديق می

تواند جهت مدلسازی و تخمین مرتبه به در اين مقاله می

عنوان خروجی سیستمی که ورودی آن تنش و کرنش 

ای است به کار رود و اين مدلسازی به نوبه خود میلحظه

افت ب تواند در مدلسازی مواد ويسکوالاستیک و به خصوص

نرم در موارد گوناگون مورد استفاده قرار گیرد و جابجايی 

 ماده را پیش بینی نمايد.

 نتیجه گیري-4
توصیف  بحث اصلی اين مقاله در مورد مدل مرتبه کسری

کرنش بافت نرم يک بعدی بود. به عنوان -کننده رابطه تنش

چالش اصلی مقاله، اين فرض که در اين مدل، مرتبه کسری 

ز حالت ماده است )که منظور از حالت ماده مقادير تابعی ا

ای تنش و کرنش آن است(، مورد ارزيابی قرار گرفت. لحظه

به منظور تخمین و استخراج تابع مفروض بین حالت ماده 

و مرتبه کسری برای نخستین بار از يک سیستم دينامیکی 

استفاده شد. بدين ترتیب که ابتدا مقادير مرتبه که به 

بعی از زمان که قبلا توسط يک روش تطبیقی صورت تا

شناسايی شده بود، به عنوان مبنا لحاظ شد. سپس مدل 

PEM  به عنوان يک روش شناسايی دينامیک در فضای

 حالت برای شناسايی مورد استفاده قرار گرفت.

در واقع طی فرآيند شناسايی دينامیکی مرتبه به عنوان 

 بع صريح مرتبه کسری،تابعی از حالت ماده، برای تخمین تا

های تنش و کرنش( و آرگومان زمان از ورودی )سیگنال

خروجی )سیگنال مرتبه کسری( مدل خود به خود حذف 

با توجه به اين موضوع که رويکرد پیشنهادی با دقت  شد.

رد توان اين رويکبالايی به شناسايی سیستم منجر شد می

يا کاشت دانه را در کاربردهايی مانند جراحی، تزريق سوزن 

ای راديو اکتیو استفاده کرد و از آن طريق به تخمین لحظه

ای بافت نرم را مرتبه پرداخت و پس از آن جابجايی لحظه

که  شودپیش بینی نمود. اين پیش بینی پويا باعث می

 عملیات با دقت بیشتری انجام گیرد.
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