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 یرابالا ب تیفیک یلترهایازجمله ف یمهندس هایحوزه یدر برخ توانندیم دگرهاینانوتشد

 لیمقاله، تحل نیا یهدف اصل نیو سنسورها به کار گرفته شوند. بنابرا یکیالکتر هایگنالیس

اساس  است. بر یکیالکترواستات یرویتحت ن یدگرهاینانوتشد یرخطیغ کینامیرفتار د

 حاکم بر حرکت با استفاده از یرخطیمعادلات غ ،یبرنول-لریاو ریت دلم و کارمنفون یتئور

 در نظرو طولی  یعرض ارتعاشات نگیکوپل نیبه دست آمده است. همچن لتونیاصل هم

 نیروش گالرک لهیحاکم بر حرکت به وس ایپاره لیفرانسیگرفته شده است. معادلات د

 هایاسیبا استفاده از روش مق بیبه ترت یو عدد یلتحلی حل. اندشده سازیگسسته

 و ییکه فاصله هوا دهدینشان م جیکوتا به دست آمده است. نتا رانگچندگانه و روش 

 ریتأث را تحت یرخطیغ یپاسخ فرکانس هاییمنحن ایبه طور قابل ملاحظه میفرکانس تنظ

 دگرینانوتشد یرخطیغ یفرکانس هایشونده در پاسخ-رفتار سخت کی. دهندیقرار م

از آن است  یحاک جی، نتاdcو ولتاژ  ییاثر فاصله هوا سهیبا مقا نی. همچنشودیم شاهدهم

. هستند تر، حساسdcولتاژ  راتیینسبت به تغ دگرینانوتشد یعیطب هایکه فرکانس

 هارکانساز ف یعیگستره وس یرا برا میقابل تنظ دگرینانوتشد کی ،یژگیو نیا ن،بنابرای

 .دهدیم شنهادپی

 

 واژگان كلیدي:

 ،چندگانه هایاسیروش مق

 ،دگریانوتشدن

 ،کیالکترواستات کیتحر

 .طولی-عرضی نگیکوپل

 

 1مقدمه-1
 2کالینانوالکترومکان هایستمیاز جمله س دگرهاینانوتشد

(MEMS) یادیمورد توجه ز ریاخ هایهستند که در سال 

انو /نکرویم هایاسیدر مق دگرهاتشدی امروزه. اندقرار گرفته

منحصر به فردشان،  یکیو مکان یکیبه خاطر خواص الکتر

که از آن  رندگییمورد مطالعه قرار م یمتنوع هایدر حوزه

، ]6[ هاکنندهکی، تحر]5-1[ به حسگرها توانیجمله م

و ... اشاره  ]8[ گنالیپردازش س هایدستگاه ]7[ هاچیسو

 نمود.

نس با فرکا یموج دیتول ای صیتشخ یبرا دگرهاینانوتشد

لذا بازده  رند،گییمشخص، مورد استفاده قرار م

ها است. آن یته به رفتار ارتعاشوابس شدتبه دگرهاینانوتشد

                                                 
 rebrahimi@yu.ac.ir* پست الکترونیک نویسنده مسئول: 

 یاسوج، دانشگاه یمهندسفنی و ، دانشکده یار مهندسی مکانیکاستاد. 1

 یلفمخت یرخطیعوامل غ ریتحت تأث زین یرفتار ارتعاش نیا

 یهندس هاییرخطیو غ کیالکترواستات یرویاز جمله ن

 .باشدیم

 یرخطیرفتار غ فیتوص یبرا یمتنوع یکینامید هایمدل

 هایحل آنها از روش یکه برا دهیارائه گرد دگرهاینانوتشد

 ،لمثا یاستفاده شده است. برا یمختلف یو عدد یلیتحل

 هفیو نا سیونیاز روش تفاضل مربعات،  ]9[ نجار و همکاران

 بیاز ترک ]11[ و کاسم و همکاران یاز روش اغتشاش ]10[

بهره  یعدد یو روش مجانب کیروش بالانس هارمون

 کی یرخطیغ کینامید ،]12[ سیونیسو و  .اند گرفته

ا ر یکیالکترواستات یروهایتحت ن( CNT) 3ینانولوله کربن

 یروین دهیچیکردند. در مدل آنها فرم پ یبررس

2 Nano Electromechanical Systems 
3 Carbon Nano Tube 
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به  لوریت یاز سر یبه کمک جملات محدود یکیالکترواستات

مدل  یریبا به کارگ تیشده است. در نها لتبدی ترفرم ساده

 یور کیاثر ولتاژ تحر ن،یالرکو روش گ یبرنول لریاو ریت

 به دست آمده است. ستمیس یپاسخ فرکانس هاییمنحن

 یرا برا یدوبعد یرخطیمدل غ کی ]13[ سیونیاوکاد و 

 جیند. نتاگرفت به کار یکربن دگرینانوتشد کیرفتار  یبررس

به طور  یداریو پا یعیطب هاینشان داد که فرکانسآنها 

 دگرینانوتشد هیشکل اول رییوابسته به تغ ایملاحظه قابل

از  یمدل ]14[ و همکاران اندوآبیم .باشدیم

ر از عناص یمتمرکز یرا با پارامترها دگرهای/نانوتشدکرویم

به صورت گسسته در نظر گرفتند.  ییرایجرم و م ،یسخت

رفتار  ینیبشیبه پ ]15[ نکویسپس با استفاده از روش مل

 پرداختند. هاستمیس نیآشوبناک در ا

 یرا برا یرخطیغ یکینامیمدل د ]16[ و همکاران یکانل

در دو صفحه عمود برهم  دگرهاینانوتشد یارتعاشات خمش

 1یشروع حرکات چرخش نییتع یمدل برا نیارائه کردند. ا

 ]17[ و همکاران میآمور .دیاستفاده گرد دگریدر نانوتشد

و  کیالکترواستات یروهایرا با ن دگری/نانوتشدکرویم کی

و  اپانوفیل ینمودند. سپس از نما سازیمدل 2ریکاسم

 مستیرفتار آشوبناک س نییتع یبرا ینمودار دوشاخگ

رفتار  ،یگرید قیدر تحق اندوآبیم استفاده نمودند.

 نایگراد یرا براساس تئور دگرینانوتشد کی 3یدوشاخگ

به  د که بستهننشان دا جینموده است. نتا یبررس یکرنش

حرکت آشوبناک در  تواندیاثر اندازه م ک،یمقدار ولتاژ تحر

 .]18[ دنده رییرا تغ دگریپاسخ نانوتشد

 یرا رو هایییرگیاندازه ]19[ و همکاران ینیپس

رش و طلا گزا کونیلیساخته شده از جنس س دگرینانوتشد

محدوده  در کالیالکترومکان ستمیس کینمودند که به عنوان 

نشان داد که از  جی. نتاکندیکار م ییویفرکانس امواج راد

 توانیم ،ییویبا امواج راد دگرهاینانوتشد نیکنش ابرهم

و  یسکنیکوز استفاده نمود. ستمیفرکانس س میتنظ یابر

 یمحدوده کار شیافزا یرا برا یزمیمکان ]20[ همکاران

ارائه نمودند که جهت کاربرد در  دگرهاینانوتشد یخط

 زین یتجرب جینتا اعتبارسنجی یحسگرها مناسب است. برا

 یطراح یدر نظر گرفته شد تا برا یمدل تئور کی

ارونتو و ک به کار گرفته شود. میقابل تنظ یدگرهاینانوتشد

                                                 
1 Whirling motions 
2 Casimir force 
3 Bifurcation 
4 Van der waals 

 ردارسرگیکی ینانولوله کربن کی یرخطیپاسخ غ ]21[لو 

 هیاول دیتشد طیرا در شرا کیالکترواستات یرویتحت ن

در  4واندروالس یروهاین ،سازیمدل نینمودند. در ا یبررس

 رییولتاژ تغ ینشان داد که بزرگ جینظر گرفته شدند. نتا

 یروهایمقدار ن ریتحت تأث می، به طور مستق5شکل

 واندروالس قرار دارد.

و رفتار آشوبناک  یخط ریغ کینامید ]22[گاسو و همکاران 

 قرار گرفته در دوطرف یبا الکترودها دگرهای/نانو تشدکرویم

نشان داد که رفتار آشوبناک  جیقرار دادند. نتا یرا مورد بررس

 هایتیفیو فاکتور ک نییپا یعیطب هایدر فرکانس ستمیس

 .افتدی( اتفاق مشتریب هایییرایکم )م

 ردگینانوتشد کی یبه طور تجرب ]23[سانپائولو و همکاران 

نموده و  کیتحر dcو  ac یرا با ولتاژها رداریدوسرگ یکربن

 کروسکوپیرا با م گاهرتزیگ 3 یتا بالا دیتشد هایفرکانس

 کردند. یریگاندازه (AFM) 6یاتم یروین

 ارتعاشات آشوبناک ]24[ تجددفر و همکاران

حت را ت شکلیمنحن رداریدو سر گ یدگرهای/نانوتشدکرویم

 لیانسفرینمودند. معادلات د یبررس کیالکترواستات یروین

راج استخ یبرنول لریاو ریت یحرکت بر اساس تئور ایپاره

ل شک رییتغ یمختلف از جمله منحن یشدند. اثر پارامترها

فتار ر ی( روییرای)م تیفیو فاکتور ک کیتحر ژولتا ه،یاول

 شینشان داد که افزا جیقرار گرفت. نتا یابیمورد ارز ستمیس

 هیاول شکل رییکه تغ یمتناوب، درصورت کیدامنه ولتاژ تحر

منجر به وقوع آشوب در رفتار  تواندیباشد، م زیناچ ستمیس

 شود. ستمیس

ر د کیترموالاست ییرایم یرا برا یمدل ]25[ گو و همکاران

از  یارائه کردند. اثر عوامل مختلف دگرهای/نانوتشدکرویم

دما  7یو نسبت زمان وارفتگ دگریجمله بعد ارتفاع نانوتشد

 کیترموالاست ییرایم یرو یشار حرارت یبه زمان وارفتگ

 .دیگرد یابیارز

 یرو یمطالعه اثر تنش سطح یبرا ]26[ ژائو و همکاران

ال شکل نرم یلیاز روش تحل ر،ینانوت کی یارتعاشات عرض

ه ک دهدینشان م جیستفاده نمودند. نتا( اCNFM) 8مختلط

 یرفتارها یرا رو ایاثر قابل ملاحظه یتنش سطح

 دارد. ستمیو آشوبناک س کیودپری شبه

 یبرا دیجد مدلی ارائه از پس ]27[ همکاران و منصورآل

5 Pull-in voltage 
6 Atomic Force Microscope 
7 Relaxation 
8 Complex normal form method 
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ار رفت یبه مطالعه اثر اندازه رو ،یکیالکترواستات یروین

 یکیالکترواستات یرویتحت ن دگرهایآشوبناک نانوتشد

نشان داد که با در نظر گرفتن اثر اندازه )به  جیپرداختند. نتا

(، ارتعاشات آشوبناک در یکرنش انیگراد یتئور یریکارگ

. به عبارت شودیشروع م ک،یاز ولتاژ تحر یبالاتر ریمقاد

 یوقوع رفتار آشوبناک را به ازا ک،یکلاس هاییتئور ،گرید

 .کنندیم ینیبشیپ ک،یاز ولتاژ تحر یکمتر ریمقاد

 یعرض ارتعاشات همزمان یدارا دگرهاینانوتشد ت،یدر واقع

-ساده برای هااز مدل یهستند، هرچند در برخو طولی 

ما و همکارن صرف نظر شده است.  یاز ارتعاشات طول ،یساز

 کیو طولی  یعرض ارتعاشات کوپل شده ]28[

 دگریکروتشدیرا مورد مطالعه قرار دادند. م دگریکروتشدیم

دو  نیپس از قرار گرفتن ب ،یلیمورد نظر با مقطع مستط

 یسیالکترومغناط یرویالکترود ثابت، از هر دو طرف تحت ن

در دامنه  1پرش دهینشان دهنده پد ج،یقرار گرفته است. نتا

 ولتاژ و فرکانس ریبه شدت تحت تأث دهیپد نیکه ا تاس

 .باشدیم میتنظ

 و کوپل طولی –یبا درنظر گرفتن همزمان ارتعاشات عرض

 به دگریاز رفتار نانوتشد یتریشدن معادلات، مدل واقع

 در معادلات، یخطریغ جملات وجود یول دآییدست م

 لیرا در تحل یادهیچیپ یرخطیغ یهادهیممکن است پد

 یرخطی. لذا مطالعه رفتار غدیمشخص نما ستمیرفتار س

 یخاص تیاز اهم طولی–یارتعاشات کوپل شده عرض

با این وجود، مرور مطالعات پیشین نشان  برخوردار است.

با  یدگرهاینانوتشد یرخطیارتعاشات غ یبررسدهد که می

ر با در نظ ،یکیالکترواستات یرویتحت ن ای،مقطع دایره

 یتاکنون مورد بررس و طولی یعرض نگیگرفتن اثرات کوپل

پس از ارائه رو در مطالعه حاضر  نیقرار نگرفته است. از ا

 یطول-یارتعاشات کوپل شده عرضی برای مدل

ل حبه ، یسیالکترومغناط یرویتحت ن یدگرهاینانوتشد

 پرداخته 2چندگانه هایاسیمق یروش اغتشاشمعادلات با 

 یرو ییو فاصله هوا کیاثر ولتاژ تحرسپس . شودیم

 م،ستیس یپاسخ فرکانس یو منحن یعیطب هایفرکانس

 .ردگییقرار م یمورد بررس

 حل هايو روش سازيمدل-2
 دگریمدل نانوتشد یقسمت معادلات حرکت برا نیدر ا

 ردگی. نانوتشدندآیی( به دست م1نشان داده شده در شکل )

                                                 
1 Jump Phenomenon 

مدل شده است که تحت  رداریدوسرگ ریت کیبه صورت 

 سازیمدل نیقرار گرفته است. در ا یکیالکترواستات یروین

l ،h  وR دگریو شعاع نانوتشد ییطول، فاصله هوا بیبه ترت 

 دگر،ی. در استخراج معادلات حرکت نانوتشدباشندیم

 به کار گرفته شده است: ریز هایهیفرض

 شرایط اولیه نانوتشدیدگر صفر هستند. 

 است کنواختی یمقطع عرض یدارا دگرنانوتشدی. 

 در نظر گرفته شده است. و طولی یعرض ارتعاشات 

 از مواد همگن ساخته شده است. دگرنانوتشدی 

 
 یرویتحت ن دگرینانوتشد کیمدل شمات -1شکل 

 یکیالکترواستات

 ،یولبرن - لریاو رتی مدل و کارمنفون یتئور یرکارگیهببا 

کل به ش توانیرا م ییجابجا-و رابطه کرنش ییجابجا دانیم

 :]29[ نمود انیب ریز
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 یدر راستا یکل جابجایی 𝑢̂ زمان، t ،یمختصات طول xه ک

 ییجابجا y ،uمحور  یدر راستا یکل جابجایی x، 𝑤̂محور 

 یعرض ییجابجا x ،wمحور  یدر راستا یمحور خنث یطول

 یدهنده کرنش کلنشان εو  yمحور  یدر راستا یمحور خنث

شده  رهیذخ П لیپتانس یو انرژ T یجنبش یهستند. انرژ

 :از اندعبارت بیستم به ترتیدر س

(2) 2 2

0
( ) ( )    

2

      
         

 
l

A

u w w
T z dA dx

t x t
 

 2
2 2

20

1
( ( ) )

2 2

    
    

    
 

l

A

E u w w
z dA dx

x x x
 

2 Multiple scales method 
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 تهیو دانس یمقطع عرض انگ،یمدول  بیبه ترت ρو  E ،Aکه 

به دست آوردن معادلات  ی. براباشندیم دگرینانوتشد

 :]30[شود یم فیتعر ریبه صورت ز لتونیحرکت، اصل هم

(3) 1

0

( ) 0     
t

t
T W dt

 
انجام  δw یو کار مجاز لیپتانس ،یجنبش یدر انرژ راتییتغ

( 6( تا )4مطابق روابط ) یکیالکترواستات یرویشده توسط ن

 :ندیآیدست مبه

 (4) 

2 2

2 20 0

4

2 20
       

  

 

 
  

 




 

 



l l

l

u w
T m dx u m dx w

t t

w
I dx w

x t

 

 

2 4

2 40 0

2 2
2

2 20 0

2 2

2 20

+

3
 ( )

2

 ( )    

l l

l l

l

u w
EA dx u EI dx w

x x

w w EA w w
EA dx u dx w

x x x x

w u u w
EA dx w

x x x x

  

 



 
  

 

   
 

   

   
 

   

 

 



 

 ینرسیجرم بر واحد طول و ممان ا بیبه ترت Iو  mکه 

ز ا یناش ی. کار مجازباشندیم دگریسطح مقطع نانوتشد

 عبارت است از: F(x, t) یکیالکترواستات یروینمیرایی و 

(5) 
0

( , ) .
l w

W F x t C dx w
t

 
 

  
 


 

 یبر اساس تئورضریب میرایی بر واحد طول است.  Cکه 

 ک،یالکترواستات یروین سازیمدل یبرا ک،ینامیالکترودا

ه صفحه رسانا ب کی یاستوانه بالا کیمانند  گرینانوتشد

 :]31و  16[ شودیمدل م ریصورت ز

(6) 
 

0 0

2

2
( , ) cos( )

2( )




pv v
F x t t

hLn
R  

 0vولتاژ ثابت،  pvخلاء،  یثابت گذرده 0ε(، 6در رابطه )

فرکانس ولتاژ متناوب است. لازم  Ωدامنه ولتاژ متناوب و 

جر به من دگرینانوتشد رداریگ یمرز طیبه ذکر است که شرا

. شودیم ییو انتها ییصفر در نقاط ابتدا رشکلییو تغ بیش

برابر  1t=tو  0t=tو مشتقاتشان در  رهایهمه متغ نیهمچن

( در معادله 5( و )4معادله ) یگذاریصفر هستند. لذا با جا

.] (، همه عبارات شامل3) ]0
𝑙 و [. ]𝑡0

𝑡1  حذف خواهند شد. با

، 1بدون بعد داده شده در جدول  یپارامترها یمعرف

کوپل شده حرکت به  یرخطیغ ایپاره لیفرانسیمعادلات د

 .شوندی( حاصل م8( و )7صورت روابط )

(7) 
2 2 2

12 2 2

u u w w
( ) 0

xt x x


   
  

  
 

(8) 

2 4

2 2 4

2 2 2
2

1 2 12 2 2

4

2 2

w w w

tt x

w u u w 3 w w
   ( ( ) )

x x 2 xx x x

w
   cos(ωt)

x t

 

 



  
 

 

     
  

    


 
 

 

 بدون بعد یپارامترها -1جدول 

u 
u

h
 w 

w

h
 x 

x

l
 

2
t 

EA
t

ml

 

ω
t




t
 

1 
h

l
 

2

2 
l A

I
 

 

4

0 0

2

2

2( )


 

pl v v

hhEI Ln
R

 

3Cl A

I mE
 

 

 نیمعادلات با روش گالرك سازيگسسته-2-1

و استفاده از شکل مود اول  نیروش گالرک یرکارگیبا به

 تمعادلا در کاررفتهبه یرهایمتغ ،یو جانب یارتعاشات طول

 :]12[ دشونیم یجداساز رزی صورت به( 8) و( 7)

(9) 1 1u(x, t) (x) (t)q  

(10) 2 2w(x, t) (x) (t)q

 
 ژهیهستند. توابع و افتهیمیمختصات تعم iq(t) در روابط بالا

(x)iФ یم فیتعر ریبه صورت ز رداریدوسرگ ریت کی یبرا-

 :]30[ شوند

(11) 1 1( ) sin( ) x C x  

(12) 

2 2

3 3
( ) cosh( ) cos( )

2 2

3
cosh( )

3 32           (sinh( ) sin( ))
3 2 2

sinh( ) 1
2

 


 




  






  



x x
x C

x x  

 ایبه گونه 2Ф(x) یو عرض 1Ф(x) یطول ژهیتوابع و نیاول

∫ که شوندینرمال م Ф1
2(x)𝑑x

1

0
= ∫ Ф2

2(x)𝑑x
1

0
= 1 

(، 10( و )9( در معادلات )12( و )11معادلات ) یگذاریبا جا

(، 8( و )7عبارات به دست آمده در معادلات ) یگذاریجا

 یریگ مربوطه و انتگرال ژهیهر معادله با تابع و نیضرب طرف

با  یمدل دو درجه آزاد کی، مسئله به (1 ,0) در بازه

 کند:یم دایپ لیتقل ر،یز یمعمول لیفرانسیمعادلات د

(13) 2

1 1 1 2 2(t) (t) (t) 0q q q     

(14) 3 2 2 4 2 5 1 2

3

6 2 7

(t) (t) (t) (t) (t)

 + (t) cos(ωt)

q q q q q

q

   

 

  


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 :زا اندشده در معادلات بالا عبارت فیثابت تعر بیکه ضرا

(15) 2

1   

 1

2 1 1 2 2
0

(x) (x) (x) x        d  

 1

3 2 2 2
0

(x) (x) x      d  

 4

4

3
( )

2


   

 

1
2

5 1 2 1 2 2
0

1

1 2 1 2 2
0

( ) (x) (x) (x) x

      (x) (x) (x) x

  



   

    





d

d

 

 1
2 2

6 1 2 2 2 2
0

3
(x) (x) (x) x

2
         d  

 1

7 2
0

(x) x   d  

 ژهیو مسئله مقدار و سازيیخط -2-2

س پ ،یعیطب هایو محاسبه فرکانس ژهیحل مسئله مقدار و

 ی. براشودیانجام م ستمیمعادلات حرکت س سازییاز خط

( مطابق رابطه 14( و )13منظور لازم است که معادلات ) نیا

 حالت نوشته شوند: یبه فرم فضا ریز

(16) ( )X R X

 
-میبردار مختصات تعم T]𝑞̇2, 2q,  𝑞̇1,1X=[qکه  یبه طور

د. باشیم افتهیمیاز مختصات تعم یرخطیتابع غ Rو  افتهی

 یکیبه مؤلفه استات توانیرا م  X افتهیمیبردار مختصات تعم

sX  یکینامیو د dX نمود: کیتفک 

(17)  s dX X X

از  یتعادل ناش تموقعی دهندهنشان sX یکیمؤلفه استات 

دهنده نوسانات نشان dX یکینامیو مؤلفه د dc کیولتاژ تحر

تعادل هستند. با  تیحول موقع ac کیاز ولتاژ تحر یناش

بسط  یری(، به کارگ16( در معادله )17رابطه ) یگذاریجا

 نکهیو با توجه به ا dXبا فرض نوسانات کوچک  لوریت

)=0sR(Xدآییبه دست م ری، معادله ز: 

(18) ( )d s dX J X X

 
محاسبه شده در نقاط  نیژاکوب سیماتر s(XJ( در رابطه فوق

با حل معادله  ژهیو ریمقاد بیترت نیتعادل است. به ا

 :]32[شوند یمحاسبه م ریمشخصه ز

(19) det( ( ) ) 0 sJ X I

 نیژاکوب سیماتر ژهیو ریمقاد λو  یهمان سیماتر Iکه  

با جذر  توانندیم ستمیس یعیطب هایفرکانس تاًیهستند. نها

 به دست آمده، حاصل شوند. ژهیو ریمقاد

 چندگانه هاياسیو روش مق یرخطیغ لیتحل -2-3

ش از رو ستمیس یرخطیرفتار غ لیتحل یمقاله برا نیدر ا

 یبرا. ]34و  33[ چندگانه استفاده شده است هایاسیمق

، εروش، با در نظر گرفتن اغتشاش کوچک  نیاعمال ا

 شوند:یم یسیبازنو ری( به صورت ز14( و )13معادلات )

(20) 2

1 1 1 2 2(t) (t) (t) 0q q q     

(21) 3 2 4 2 2 5 1 2

3

6 2 7

(t) (t) (t) (t) (t)

     + (t) cos(ωt)

q q q q q

q

   

 

  



 

 ،یرخطیچندگانه، به واسطه رفتار غ هایاسیدر روش مق

و ...  t=0T ،t=ε1T ،t2=ε2Tبه صورت  یزمان هایاسیمق

 :]32[ از اندعبارت ی. لذا مشتقات زمانشوندیم یمعرف

(22) 2

0 1 2
t

   
d

D D D
d

 

(23) 
2

2 2 2

0 0 1 1 0 22
2 ( 2 )

t
    

d
D D D D D D

d
 

( 21( و )20است. در ادامه، پاسخ معادلات ) n=∂/∂TnDکه 

زده  نیتخم ریبه صورت ز یزمان هایاسیبرحسب مق

 :شود یم

(24) 1 0 0 1 1 0 1(t, ) ( , ) ( , )q T T T T     

(25) 2 0 0 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , )   q t T T T T  

( 21( و )20( در معادلات )25( تا )22روابط ) یگذاریبا جا

در دو  ε کسانی هایقرار دادن جملات با توان یو مساو

از معادلات  ایطرف معادله حاصل شده، مجموعه

 .دآیی( به دست م29( تا )26به صورت روابط ) لیفرانسید

(26) 
0 2 2

0 1 0 0 1( ) :    ( ) ( , ) 0   D T T  

(27) 0 2 2

0 2 0 0 1( ) :    ( ) ( , ) 0   D T T  

(28) 1 2 2

0 1 1 0 1

2

2 0 0 1 0 1 0 0 1

( ) :    ( ) ( , )

                ( , ) 2 ( , )

  

  

 

 

D T T

T T D D T T

 

(29) 

 

1 2 2

0 2 1 0 1

0 0 0 1 0 1 0 0 1

5
0 0 1 0 0 1

3

3 ωt ωt6 7
0 0 1

3 3

( ) :    ( ) ( , )

                ( , ) 2 ( , )

                ( , ) ( , )

                ( , )
2

i i

D T T

D T T D D T T

T T T T

T T e e

  

  


 



 


 



 

 



  
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𝜔1در معادلات بالا 
2 = 𝛼1  و𝜔2

2 =
𝛼4

𝛼3
. باشندیم ⁄

 دیو تشد کیدو به  یداخل دینشان دادن حالت تشد یبرا

 با دو پارامتر ریز یروابط فرکانس ،یارتعاشات عرض یخارج

1σ  2وσ شوندیدر نظر گرفته م: 

(30) 1 2 12     

(31) 2 2     

( 33( و )32( به فرم روابط )27( و )26معادلات ) یحل کل

 .شوندیم فیتعر

(32) 1 0 1 0

0 0 1 0 1 0 1( , ) ( )e ( )e
  

 
i T i T

T T A T A T  

(33) 2 0 2 0

0 0 1 0 1 0 1( , ) ( )e ( )e
  

 
i T i T

T T B T B T  

 T0A)1(ط مزدوج مختل بیبه ترت 𝐵̅0(𝑇1) و 𝐴̅0(𝑇1) که

( در 33( و )32) هایحل یگذاریهستند. با جا T0B)1(و 

سکولار، معادلات  یها( و حذف ترم29( و )28معادلات )

 :دآییبه دست م ریز

(34) 1 12 0 1
2 0 1 1

1

( )
( ) e 2 0

  
i T dA T

B T i
dT

 

(35) 2 1

1 1

7 0 1
2 2 0 1

3 1

2 5
0 1 0 1 0 1 0 1

3

( )
2 ( )

2

3 ( ) ( ) ( ) ( ) e 0

i T

i T

B T
e i i B T

T

B T B T A T B T






 












 



  

 

به کمک  توانیرا م T0B)1( و T0A)1(ی پارامترها

که توابع  T2φ)1( و T1φ)1a(T ،)1b(T، )1( یرهایمتغ

 ریز یهستند، به فرم قطب 1Tنسبت به زمان  یقیحق

 نمود: یسیبازنو

(36) 1

0 1 1

1
( ) ( ).e

2




iA T a T  

(37) 2

0 1 1

1
( ) ( ).e

2




iB T b T  

 تمسیس یو عرض یدامنه ارتعاشات طولبه ترتیب  bو  a که

 ارتعاشات فاز دهندهنشان زین 2φو  1φی هستند. پارامترها

معادلات  یگذاری. با جاباشندیم ستمیس یو عرض طولی

 ی( و جداساز35( و )34( در معادلات )37( و )36)

حاصل  ریمعادلات ز ،یو موهوم یقیحق های قسمت

 :شوند یم

(38) 22
1

1

sin
4





  a b  

(39) 2

5 72 2
1 1

3 2 1 3 2

1

cos
cos

2 4

      

  
 

    



 
    

 



b
a

a b

 

(40) 5 7 2
1 2

3 2 3 2

sin sin
4 2 2

b ab b
  

 
   

   

 

(41) 5 7 2
2 1 2

3 2 3 2

cos
cos

4 2

  
  

   
   a

b
 

حل  یهستند. برا 1T2+σ2=φ2ψو  1T1+σ1φ-2=2φ1ψ که

در سمت چپ معادلات  یمشتقات زمان دیبا داریحالت پا

پاسخ  تی( برابر صفر قرار داده شوند. در نها41( تا )38)

ت به دس یبا حل دستگاه معادلات جبر ستمیس یفرکانس

 .دآیی( به دست م41( تا )38آمده از سمت راست معادلات )

 و بحث جینتا -3
. نخست شودیدنبال م یقسمت دو هدف کل نیدر ا

 دگرینانوتشد یو عرض یطولارتعاشات  یعیطب هایفرکانس

 یارامترهاپ یدر برخ رییبا تغ ی،کیالکترواستات یرویتحت ن

- شده یبررس ییو فاصله هوا کیمانند ولتاژ تحر یطراح

هایی روی مدل،  به سازیدر ادامه، پس از ساده. است

 اعتبارسنجی روش حل ارائه شده، پرداخته شده است. هدف

ر نظر با د دگرینانوتشد یرخطیرفتار غ لیتحل ی،بعد یکل

. اشدبیم یو عرض یارتعاشات طول نگیوپلگرفتن اثرات ک

-برای این منظور کلیه کدهای مورد نیاز برای انجام تحلیل

مشخصات افزار متلب آماده گردیده است. های فوق، در نرم

 مورد مطالعه دگرینانوتشد ی و پارامترهای فیزیکیهندس

 .]13[ داده شده است 2در جدول  نیز،

 یکربن دگرینانوتشد هیمشخصات پا ریمقاد -2جدول 

 واحد مقدار نماد پارامتر

 h 500 nm فاصله هوایی

 l 3000 nm طول

 R 1 nm شعاع

 ε0 10-12×854/8 F/m ثابت گذردهی خلاء

 E 2/1 TPa مدول یانگ

 هاي طبیعیفركانس-3-1

ارتعاشات  های طبیعی( فرکانس19رابطه ) یریبا به کارگ

 ییمختلف فاصله هوا ریمقاد یبرا ،ستمیس یو عرض یطول

. اند( نشان داده شده2محاسبه و در شکل ) کیو ولتاژ تحر

 شیمشخص است، با افزا هانمودار نای در که طورهمان

 یعیطب یهافرکانس ری، مقادdc کیولتاژ تحر سطح 

همچنین افزایش فاصله هوایی،  .یابدسیستم کاهش می

 شود. لازمی میعیطب هایفرکانسمنجر به افزایش مقادیر 
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به ذکر است که به ازای مقادیر بالاتر ولتاژ تحریک، اثر 

های طبیعی تغییرات فاصله هوایی روی اندازه فرکانس

 نشان یو عرض یولط هایفرکانس سهیمقابیشتر است. 

در  یعرضرتعاشات ا یهافرکانس تیدهد که حساس یم

 اتهای ارتعاشسطح ولتاژ، نسبت به فرکانس رییبرابر تغ

 ،یعیبط هایدر فرکانس رییتغ ت،یاست. در نها شتریب یطول

گستره  یرا برا میقابل تنظ دگرینانوتشد کی یطراح تیقابل

 .کندمی فراهم هااز فرکانس یعیوس

 
 )الف(

 
 )ب(

و )ب(  n1ω یطول یعی)الف( فرکانس طب راتییتغ -2شکل 

و  کیمختلف ولتاژ تحر ریمقاد یبه ازا دگرینانوتشد n2ω یعرض

 .ییفاصله هوا

 یطول-یکه ارتعاشات کوپل شده عرض ییاز آنجا

ارائه  نیشیپ قاتیدر تحق ایرهیبا مقطع دا دگرینانوتشد

 یلازم است ساده ساز ج،ینتا یاعتبارسنج ینشده است، برا

 بیلذا با صفر قرار دادن ضر. ردیمدل صورت گ یرو ییها

α5 ( از عامل کوپل14در معادله ،)یارتعاشات عرض نگی -

 د بدون بع یعیفرکانس طب نیشده و اول رصرف نظ یطول

کانس فر نیفرکانس، با اول نیاست. ا دهیمحاسبه گرد یعرض

 3شده و در جدول  سهیمقا ]13[موجود در مرجع  یعیطب

 است. دهیارائه گرد
مقایسه اولین فرکانس طبیعی محاسبه شده در  -3جدول 

 VpV 6=به ازای ولتاژ تحریک  ]13[پژوهش حاضر و مرجع 

 پژوهش حاضر

 )بدون بعد(

 ]13[مرجع 

 )بدون بعد(

 خطا

)%( 

171/489  500 16/2  

 هاي پاسخ فركانسیمنحنی-3-2

 یپاسخ فرکانسمنحنی  (،41( تا )38روابط ) یریبا به کارگ

در حالت میرا و نامیرا، برای  دگرینانوتشد یارتعاشات عرض

( نشان داده 3ترسیم و در شکل ) h=300 nmفاصله هوایی 

شود که افزایش میرایی باعث کاهش شده است. ملاحظه می

شود. همچنین در پاسخ فرکانسی سیستم دامنه نوسانات می

 ششود. بطوریکه با افزایمیرا، یک پدیده پرش مشاهده می

، منحنی پاسخ فرکانسی میرا، 2σپارامتر تنظیم فرکانس 

به دامنه ماکزیمم  2را طی کرده و در نقطه  2تا  1مسیر 

رسد. در این هنگام با اتفاق پدیده پرش، منحنی پاسخ می

می رسد. در حالت کاهش  3به نقطه  2فرکانسی از نقطه 

تا  4پارامتر تنظیم فرکانس، منحنی پاسخ فرکانسی مسیر 

 6را طی کرده و سپس با اتفاق پدیده پرش، به نقطه  5

 رسد.می

 
ی در حالت میرا و نامیرا به ازای پاسخ فرکانس یمنحن -3شکل 

 .h=300 nmفاصله هوایی 

 یو عرض یارتعاشات طول یپاسخ فرکانس در ادامه،

و  میترس ییمختلف فاصله هوا ریمقاد یبه ازا دگرینانوتشد

 ده است.( نشان داده ش4در شکل )
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 )الف(

 
 )ب(

)ب(  ی)الف( ارتعاشات طول یپاسخ فرکانس یمنحن -4شکل 

 یی.مختلف فاصله هوا ریمقاد یبه ازا دگرینانوتشد یعرض

و  ییبا کاهش فاصله هوا شود،یهمانطور که ملاحظه م

ات دامنه ارتعاش ،یکیالکترواستات یروین شیافزا جتاًینت

 نیا نی. همچنابدییم شیافزا دگرینانوتشد یعرض و یطول

 رفتار سخت شونده کپدیده پرش و ی دهندهنمودارها نشان

 یبرا )منحرف شدن نقطه ماکزیمم دامنه به سمت راست(

 یرویتحت ن دگرینانوتشد یو عرض یارتعاشات طول

 یراب شوندگیاثر سخت نی. اباشندیم یکیالکترواستات

 است. تریبزرگتر، قو ییاصل هواوف

( 14( و )13معادلات ) یحل عدد تر،قیدق یبه منظور بررس

مرتبه  1کوتای رانگ روش کمک به و متلب افزاردر نرم زین

 یپاسخ زمان نییتع یآنها برا یچهار، انجام گرفته و از خروج

رفتن با در نظر گ ل،یتحل نیاستفاده شده است. در ا ستمیس

و  میرست یو عرض یصفر، پاسخ ارتعاشات طول هیاول طیشرا

 هدکنندییتأ جینتا نی( نشان داده شده است. ا5در شکل )

 رییو عدم تغ یکاهش دامنه نوسانات ارتعاشات عرض

 .دباشیم ییفرکانس پاسخ با کاهش پارامتر فاصله هوا

 

                                                 
1 Runge–Kutta methods 

 
 )الف(

 
 )ب(

 ی)ب( عرض یارتعاشات )الف( طول یپاسخ زمان -5شکل 

 یی.مختلف فاصله هوا ریمقاد یبه ازا دگرینانوتشد

 نتیجه گیري-4
 همراه با کرنش برنولی – لریاو ریت یدر پژوهش حاضر، تئور

ارتعاشات کوپل شده  سازیمدل برای کارمنفون یرخطیغ

 یرویتحت ن یدگرهاینانوتشد طولی-یعرض

 یازسگسسته یبه کار گرفته شد. برا ،یکیالکترواستات

از روش  ستم،یحاکم بر س ایپاره لیفرانسیمعادلات د

 یعیطب یهافرکانس لیتحل یرااستفاده شد. ب نیگالرک

 نیبژاکو سیماتر لهیمعادلات به دست آمده به وس ستم،یس

ا ب ستمیس یپاسخ فرکانس یهایشدند. منحن سازییخط

 یچندگانه به دست آمد. پاسخ زمان هایاسیروش مق

، اکوت گمعادلات با روش ران یپس از حل عدد زین ستمیس

از جمله فاصله  لفمخت یکار ی. اثر پارامترهادیارائه گرد

 مورد ستمیس یرخطیرفتار غ یرو کیو ولتاژ تحر ییهوا

انجام گرفته،  هاییقرار گرفت. با توجه به بررس یبررس

 :باشندیقابل استنباط م ریموارد ز
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 طیشدن شرا دارتریبه پا ک،یولتاژ تحر زانیم شیافزا 

 منجرخواهد شد. ستمیس یکینامیعملکرد د

 سهیدر مقا یعرض هایفرکانس ک،یولتاژ تحر رییبا تغ 

ان را از خود نش یشتریب راتییتغ ،یطول هایبا فرکانس

 .دهندیم

 یعیطب هایفرکانس یرو کیولتاژ تحر راتییتغ، 

 است. ییفاصله هوا راتییاثرگذارتر از تغ

 اثر  م،یفرکانس تنظ رییبا تغ یپاسخ فرکانس یهایمنحن

 .دهندیاز خود نشان م شوندگیسخت یرخطیغ

 کاهش ییفاصله هوا شیبا افزا ،یدامنه پاسخ فرکانس 

 .ابدییم شیافزا شوندگیسخت زانیو م افتهی

 فاصله  اترییبا تغ ستمیس یفرکانس نوسانات پاسخ زمان

 .ماندیم یثابت باق ،ییهوا

 یراب تریمدل واقع کیبا ارائه  تواندیمطالعه م نیا جینتا

مورد استفاده قرار  دگرهایو بهبود عملکرد نانوتشد یطراح

مناسب،  یطراح یکه با انتخاب پارامترها ی. به طورردیگ

 مورد انتظار حاصل گردد. یمحدوده فرکانس
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