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 مجموع مربعات ای مرتبه کسری به روشآنالیز پایداری سیستم های فازی چندجمله
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 چکیده  اطلاعات مقاله

 نوع مقاله: پژوهشی

 14/10/1400: دريافت مقاله

 04/03/1401بازنگری مقاله: 

 22/04/1401پذيرش مقاله: 

 
 ای مرتبه کسری به روشازی چندجملههای فدر اين مقاله آنالیز پايداری سیستم

که تنها  T-Sمجموع مربعات مورد بررسی قرار گرفته است و برخلاف مدل فازی  

-ها، در ماتريسایچندجمله در اين روش با های ثابت را داردقابلیت کار با ماتريس

بنابراين نمايش مدل سیستم غیرخطی با  استفاده از  .های سیستم سروکار داريم

است که در  ها روشی کارآمدتر است. نکته اصلی در برتری روش آنایلهچندجم

، شرايط T-Sهای مرتبه کسری بر اساس مدل فازیروش پايدارسازی سیستم

پايدارسازی بر اساس تئوری پايداری لیاپانوف و بوسیله نامساوی ماتريسی خطی ) 

LMI ( ای فازی چند جمله در حالیکه آنالیز پايداری بر اساس مدل. گرددبیان می

 بیان  (SOS)ای و در قالب مجموع جملات مربعیچندجمله بوسیله تابع لیاپانوف

کارساز نیست، آنالیز  LMIسازی های بهینههايی که روشگردد و در سیستممی

پايداری و طراحی کنترلر را میتوان با اين روش انجام داد. ازلحاظ عددی توسط ابزار 

sostools ی را اتوان تابع لیاپانوف چندجملهوسعه يافته شده است، میکه اخیرا ت

ه ای مرتببدست آورد. در اين مقاله،  شرايط پايداری يک سیستم فازی چندجمله

کسری مورد بررسی قرار گرفته و شرايط لازم و کافی برای پايداری بدست آمده 

ه نشان داداست و در پايان نیز با ذکر يک مثال صحت و درستی روش پیشنهادی 

 شده است.
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 مقاله،
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 فرمول،

 نتايج.

 

 2مقدمه-1
های مرتبه کسری قابلیت بالايی را در بحث سیستم

های فیزيکی و مهندسی داشته و دقت سازی سیستم مدل

 ]1[د ها دارنسازی با ديگر روشبالاتری را نسبت به مدل

ه های مرتبتوان سیستمکه با استفاده از اين قابلیت می

اما اين دقت  .]2[کسری را در کاربردهای مختلف بکار برد

 شود کهسازی باعث پیچیدگی اين روش میبالا در مدل

های جديدی ارائه برای حل پیچیدگی اين مدلها نیز روش

اخیرا نیز مطالعات زيادی در مورد  .]4و3[ گرديده است
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 آزاد اسلامی واحد گناباد، دانشگاه برق ی، دانشکده مهندسدانشجوی دکتری  برق. 1
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4 Matignon  

ام های مرتبه کسری انجیز پايداری و پايدارسازی سیستمآنال

اين موضوع نیز به يکی از موارد مورد  که] 6و5[ست شده ا

اين مطالعات شامل  است. علاقه محققان تبديل شده

که در مورد  های خطی و غیرخطی استسیستم

پايدارسازی توسط  و های خطی آنالیز پايداری سیستم

.  ]8و7[ود انجام می ش 3LMI ندهای مختلفی مانروش

های مرتبه کسری اولین مطالعه در مورد پايداری سیستم

. ]9[است  4ونونیمات و توسط 1996خطی مربوط به سال 

های و بعد از آن محققان زيادی در مورد پايداری سیستم
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و  1چن به عنوان مثال،مرتبه کسری تحقیق کرده اند. 

 دارایری خطی های مرتبه کسهمکارانش پايداری سیستم

 مورد بررسی قرار دادند LMIرا بر اساس روش تأخیر زمان 

های مرتبه ، پايداری مقاوم سیستم]11[در مقاله. ]10[

 کسری خطی مورد بررسی قرار گرفته و شرايط لازم و کافی

آنالیز پايداری برای پايداری بدست آورده شده است. 

 و های مرتبه کسری خطی توسط روش لیاپانوفسیستم

ارائه  ]12[( در  LMIرويکرد نامساوی ماتريسی خطی )

گرديد که شرايط لازم و کافی برای پايداری و طراحی 

در  کنترلی فیدبک حالت مورد بررسی قرار گرفته است.

بر روی  فازی کسری PID کنترل کننده نیز ]13[مقاله 

سازی شده است که عملکرد مناسبی پیاده  DCيک موتور 

نیز  ]14[های سیستم دارد. در مقاله طعیتبر روی عدم ق

ته های مرتبه کسری پرداخبه پايداری لیاپانوف برای سیستم

شده است و دو رويکرد ارائه شده است: رويکرد مستقیم که 

رد شود و رويکمنجر به يک مسأله پارامتری با ابعاد بزرگ می

  LMIغیر مستقیم که با بکارگیری مدل فرکانسی و روش 

پايداری انجام شده و منجر به يک راه حل سريع  آنالیز

 های مرتبه کسری غیرخطی نیز آنالیزدر سیستم .میگردد

تر بوده و به دو روش اين آنالیز انجام می پايداری مشکل

در روش اول  ف.شود: روش اول لیاپانوف و روش دوم لیاپانو

لیاپانوف سیستم غیرخطی مرتبه کسری در نقطه تعادل 

م شود و سیستسیستم مرتبه کسری خطی میتبديل به 

 هکپايدار مجانبی است در صورتی غیرخطی مرتبه کسری 

نويسندگان مقاله . ]15[سیستم خطی پايدار مجانبی باشد

ه اند کنیز با استفاده ازروش اول لیاپانوف نشان داده ]16[

پايدار  2معادلات ديفرانسیل غیرخطی مرتبه کسری کاپوتو

شده حول نقطه تعادل سازیسیستم خطیمجانبی است اگر 

در روش دوم لیاپانوف نیز شرايط لازم  پايدار مجانبی باشد.

های غیرخطی مرتبه کسری و کافی برای پايداری سیستم

ها انتخاب تابع کانديد بیان شده است که يکی از اين روش

روش  ]17[در مقاله  .است  LMIاساس روش لیاپانوف بر

قیم برای آنالیز پايداری مورد استفاده لیاپانوف  بطور مست

های آنالیز پايداری سیستم ]18[در مقاله  قرار گرفته است.

مورد بررسی قرار گرفته و با استفاده  3کسری مقیاس بزرگ

روش غیرمستقیم لیاپانوف پايداری سیستم بررسی شده  از 

شرايط لازم و کافی برای  LMIو با استفاده از نامساوی 

                                                 
1 chen 
2 Caputo fractional order equations 

نیز بر اساس  ] 20و19[ مقالات ست آمده است.پايداری بد

نتايج آنها بدست آمده است و شرايط پايداری   LMIروش 

و پايدارسازی برای يک سیستم مرتبه کسری بدست مقاوم 

 ت.آمده اس

سازی با له بهینهأبر اساس حل مس  LMIرويکرد طراحی با 

 LMIگرچه روشهای طراحی براساس  .روشهای عددی است

ت های بزرگی برخوردار بوده اند و همچنان نیز از موفقی

محبوبیت دارند اما مشکلات طراحی زيادی وجود دارند که 

نمی توان بررسی کرد و يا نتايج  LMIآنها را در چارچوب 

ای ه. سیستمبخش نیستندرضايت LMIبدست آمده توسط 

پاسخی   LMI زيادی وجود دارند که پايدار بوده ولی روش

ز ا ردن تابع کانديد لیاپانوف برای آنها ندارد.برای بدست آو

 های غیرخطی پیچیده باآنالیز پايداری سیستم اين رو

در دهه اخیر مورد   نیز استفاده از مدل فازی چندجمله ای

استفاده از روش  اولین تلاشها برای .توجه قرار گرفته است

های غیرخطی در در آنالیز پايداری سیستم مجموع مربعات

اتفاق افتاد که نتايج بهتری نسبت به  ] 22و21[ت مقالا

بدست آمد و توابع لیاپانوف با درجه بالاتر   LMIروش 

های فازی پايداری سیستم سپس بدست آمده است.

های غیرخطی به چندجمله ای در قالب پايداری سیستم

بطوريکه در ته است. طور وسیعی مورد بررسی قرار گرف

های غیرخطی به روش ی سیستمسازپايداری و مدل ]23[

فازی چندجمله بررسی و نشان داده شده است که اين روش 

جامعیت بیشتری داشته و تعداد قواعد  T-Sدر مقابل روش 

نیز  ]24[نیز کاهش چشمگیری داشته است. در مقاله 

نويسندگان  با استفاده از خواص مشتق کاپوتو و تابع میتج 

های تأخیر زمان سیستم لفلر شرايط پايداری زمان محدود

چن و همکارانش شرايط . مرتبه کسری را بدست آورده اند

ای هپايداری مقاوم سراسری و شبه سراسری را برای سیستم

-بدست آورده  sosای با استفاده از طراحی فازی چندجمله

و همکارانش نیز از رويکرد مجموع مربعات 4. تاناکا ]25[اند 

ای های فازی چندجملهستمسازی و کنترل سیبرای مدل

مرتبه صحیح استفاده کردند و نشان دادند که مدل فازی 

ای کارايی بیشتری را نسبت به مدل شناخته چندجمله

دارد. همچنین، شرايط پايداری و پايدارسازی   T-Sشده

ای بر اساس تابع لیاپانوف های فازی چندجملهسیستم

ف مربعی حالت ای بدست آوردند که تابع لیاپانوچندجمله

3 large-scale 
4 tanaka 
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. از آنجا که ساخت يک تابع مثبت ]26[خاصی از آن است

معین و نیز محاسبه مشتق کسری کار بسیار مشکلی است 

ود شاخیراً از خاصیت جديد برای مشتق کاپوتو استفاده می

ارائه شده است. براساس اين روش، برای ] 28و27[ که در

ی امساوهای مرتبه کسری ابتدا نآنالیز پايداری سیستم

مرتبه کسری پايدارسازی شده است. اين نامساوی يک کران 

ک کند و نیز تولید يبالا برای مشتق مرتبه کسری ايجاد می

تابع لیاپانوف مرتبه دو را به دنبال دارد. اين نامساوی نشان 

دهد که اگر يک تابع مثبت معین، تابع لیاپانوف برای می

کسری  تم مرتبهسیستم مرتبه صحیح باشد، برای يک سیس

نیز يک تابع لیاپانوف خواهد بود. نتايج اين روش، استفاده 

تجزيه و تحلیل پايداری  از تابع لیاپانوف با درجه دوم در

های مرتبه کسری است که در بعضی از موارد اين سیستم

ع تواند عملکرد مناسبی داشته و بايد از توابتابع لیاپانوف نمی

استفاده کرد. اين نتايج بسیار مهم لیاپانوف با درجه بالاتر 

-تمپايداری سیس بوده و ابزار اساسی برای تجزيه و تحلیل و

ای با تابع لیاپانوف درجه بالا های مرتبه کسری چند جمله

 پايداری 1لفر–میتج ،به همین دلیل .را فراهم کرده است

تبه کسری را توسط روش دوم لیاپانوف مر هایسیستم

هايی کاربرد دارد که ن روش در سیستم. اي]29[توسعه داد 

پايدار بوده اما پیداکردن تابع کانديد لیاپانوف برای آنها 

اين روش  .]30[های قبلی امکان پذير نیست توسط روش

تواند عملکرد مناسبی در برابر پايداری مجانبی داشته می

ه های مرتبو همکارانش بررسی پايداری سیستم . چنباشد

 مورد لیاپانوف مستقیم روش و لفلر–میتج کسری را به روش

 .]31[دادند قرار بررسی

توضیح داده  2SOSدر اين مقاله در بخش دوم، ابتدا روش 

های شده و سپس با تعريف مشتق مرتبه کسری و لم

لفلر –مربوطه، شرايط لازم و کافی برای پايداری میتج

آيد. در بخش سوم، مدل سیستم مرتبه کسری بدست می

گردد. در بخش ای مرتبه صحیح تعريف میندجملهفازی چ

-چهارم، مدل فازی چندجمله ای مرتبه کسری تعريف می

شود .در بخش پنجم، شرايط لازم و کافی برای پايداری 

لفلر يک سیستم فازی چندجمله ای مرتبه کسری –میتج

گردد. در بخش ششم نیز با ذکر يک مثال درستی اثبات می

دد و پايداری سیستم مورد بررسی گرروش، نشان داده می

های هفتم و هشتم گیرد. در پايان، در بخشقرار می

                                                 
1 Mittag–Leffler 

دستاوردهای بدست آمده در مقايسه با مقالات ديگر و نیز 

 گردد.نتیجه گیری کلی بیان می

 SOSآنالیز پایداري با استفاده از روش -2

های محاسباتی برای آنالیز پايداری سیستم اخیرا روش

معرفی گرديده است که روش مجموع مربعات  چندجمله ای

(SOS)  23و22[گذاری شده است نام[. 

مجموعه    +𝑍 مجموعه اعداد حقیقی و   𝑅فرض کنید 

𝛼اعداد صحیح غیرمنفی باشد. در اينصورت هر  ∈ 𝑍+   

:𝑚𝛼 ای تابع تک جمله 𝑅𝑛 → 𝑅  کند. با را ايجاد می

𝛼توجه به  ∈ 𝑍+
𝑛 ای جمله، تک 𝑚𝛼 ،𝑥 ∈ 𝑅𝑛   را به

𝑚𝛼(𝑥) = 𝑥𝛼 = 𝑥1
𝛼1𝑥2

𝛼2 . … . 𝑥𝑛
𝛼𝑛 نگاشت می-

deg 𝑚𝛼ای بصورت کند. درجه چندجمله = ∑ 𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1   

متغیر با ضرايب ثابت   nها با ایمجموعه چندجمله 𝑅𝑛و 

 𝑅𝑛ای از ير مجموعهز تعريف می شوند. علاوه بر اين،

𝑅𝑛,𝑑بصورت   = {𝑝 ∈ 𝑅𝑛|deg 𝑝 ≤ 𝑑}  تعريف

 شود.   می

مجموعه همه  𝑛∑ای فرض کنید چند جمله

باشد که بصورت زير   nبا درجه  SOSهای ای چندجمله

 شود:تعريف می

∑𝑛 = {𝑠 ∈ 𝑅𝑛|∃𝑀 ≺ ∞, ∃{𝑝𝑖}𝑖=1

𝑀
⊂ 𝑅𝑛 

𝑠𝑢𝑐ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡  𝑠 = ∑ 𝑝𝑖
2}    𝑀

𝑖=1 (1   )                  

𝑚𝛼(𝑥)کنیمفرض می = 𝑥𝛼 = 𝑥1
𝛼1 . 𝑥2

𝛼2 . … . 𝑥𝑛
𝛼𝑛 

𝛼و   ∈ 𝑍+  در اينصورت  چندجمله ایp   مربعی است

𝑚𝛼𝑗}اگر ترکیب خطی از 
}𝑗=1
𝑘   ,  𝑚𝛼: 𝑅𝑛 → 𝑅  

  باشد.

 اينصورت در

 𝑝 = ∑𝑐𝑗𝑚𝛼𝑗

𝑘

𝑗=1

   , {𝑐𝑗}𝑗=1
𝑘 ∈ 𝑅   

گیرد که سیستم و اين روش زمانی مورد استفاده قرار می

ای بر حسب متغیرهای های ورودی، توابع چندجملهماتريس

 حالت باشند.

 ]32[ .1لم 

𝑝فرض کنید  ∈ 𝑅𝑛,2𝑑  در اينصورت𝑝 ∈ ∑𝑛,2𝑑   اگر

 وجود داشته باشد که   Q ≥0ط اگر ماتريس و فق

𝑝(𝑥) = 𝑧∗
𝑛,𝑑(𝑥)𝑄𝑧𝑛,𝑑(𝑥) (2 )                      

2 Sum of square 
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  dمتغیر از درجه   n چند جمله ای  با 𝑧𝑛,𝑑(𝑥) که  

 است.  SOSبصورت   p(x)ای است در اينصورت چندجمله

 1تعریف 

لسازی و امروزه برای مد 1از مفهوم انتگرال کسری

ها استفاده می شود. مدل سازی بسیاری از سیستم شبیه

سازی بر اساس اين روش توصیف دقیق تری از سیستم ارائه 

فیزيکی مانند اصطکاک و  می کند و در کاربردهای

توان استفاده کرد. تعاريف از اين مدل می ويسکوالاستیک

مختلفی در زمینه انتگرال کسری وجود دارد که می توان 

اشاره کرد. تعريف کاپوتو  2تعريف کاپوتو و ريمان لیوويل به

 مرتبه کسری بصورت زير است:

𝐷𝑡
𝑞
𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝑛 − 𝑞)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝑞−1𝑓(𝑛)(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

 

 (3) 

 عدد صحیح است.n و   مرتبه سیستم کسری  qکه 

𝑛 − 1 ≤ 𝑞 < 𝑛   (4    )                                             

𝛤(·) :تابع اويلر است و بصورت زير تعريف می شود 

Γ(𝑡) = ∫ 𝑥𝑡−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
   (5                                    )  

بر اساس تعريف کاپوتو مدل سیستم کسری بصورت زير 

 تعريف می شود:

𝐷𝑡
𝑞𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑥)𝑥(𝑡)   (6                           )             

𝑥  که  = (𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛)𝑇 ∈ 𝑅𝑛 بردار حالت  و

𝐴(𝑥) ∈ 𝑅𝑛×𝑛   ماتريس غیرخطی با ابعاد𝑛 × 𝑛   و 

0 <q ≤ 1 .مرتبه سیستم کسری است 

 ]31[ .2لم 

:𝑣(𝑥)کنیم فرض می 𝛺 → 𝑅 و 𝛺 ∈ 𝑅𝑛  تابعی

:𝑥 و   Ωمحدب در  [𝑡0, ∞) → 𝛺 رت  باشد در اينصو

𝑡 برای هر ≥ 𝑡0  :         

  𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑣(𝑥) ≤ (

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)𝑇 𝐷𝑡

𝑞
𝑡0
𝑐 𝑥(𝑡)                  (7)   

 ]33[ .3لم 

   سیستم غیرخطی مرتبه کسری

 𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑥)𝑥(𝑡)   

است  Mittag–Lefflerپايدار   x=0در نقطه تعادل 

                                                 
1 Fractional integral 
2 Riemann-Liouville  

 :اگر شرايط زير برقرار باشد

𝛾1‖𝑥‖𝛼 ≤ 𝑣(𝑥) ≤ 𝛾2‖𝑥‖𝛼𝑏  (8         )           

  𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑣(𝑥) ≤ −𝛾3‖𝑥‖𝛼𝑏  (9 )                        

 1قضیه 

𝐷𝑡سیستم 
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑥)𝑥(𝑡)  .را در نظر بگیريد

نقطه تعادل سیستم باشد در اينصورت   x=0فرض کنید 

است  اگر و 3لفلر –پايدار میتج   x=0سیستم در نقطه 

𝑤1(𝑥),𝑤2(𝑥),𝑤3(𝑥)فقط اگر  ∈ ∑𝑛  وجود داشته

 :دباشند که شرايط زير برقرار شو

𝑤1(𝑥) ≤ 𝑣(𝑥) ≤ 𝑤2(𝑥) (10)                         

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑣(𝑥) ≤ −𝑤3(𝑥)                            (11)  

( داريم:11از معادله )   

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0

𝑐
𝑣(𝑥) ≤ −𝑤3(𝑥) ≤

−𝑤3(𝑥)

𝑤2(𝑥)
𝑣(𝑥) ≤

−𝑖𝑛𝑓𝑥 (
𝑤3(𝑥)

𝑤2(𝑥)
)𝑣(𝑥) = −𝛽𝑣(𝑥)  (12     )          :  

 که:

     𝛽 = 𝑖𝑛𝑓𝑥 (
𝑊3(𝑥)

𝑊2(𝑥)
)                                 (13)  

𝑤2(𝑥), 𝑤3(𝑥)  مثبت و دارای درجه يکسان هستند

𝛽بنابراين  > 0. 

وجود دارد که در معادله زير صدق    𝑚0(𝑡)تابع غیرمنفی 

 کند:

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0

𝑐
𝑣(𝑥) + 𝑚0(𝑡) = −𝛽𝑣(𝑥) (14     )            

 ( داريم:14ن تبديل لاپلاس از طرفین معادله )با گرفت

𝑣(𝑠) =
𝑣(0)𝑠𝑞−1−𝑀0(𝑠)

𝑠𝑞+𝛽
(15)                            

𝑠𝑞𝑣(𝑠) − 𝑣(0)𝑠𝑞−1 + 𝑀(𝑠) = −𝛽𝑣(𝑠) 

(16)  

𝑥واگر    v(0)=0انگاه   x(0)=0اگر  ≠ آنگاه  0

𝑣(0) > ( 16) با گرفتن تبديل لاپلاس معکوس از   0

 داريم:

𝑣(𝑡) = 𝑣(0)𝐸𝑞(−𝛽𝑡𝑞) −

𝑀(𝑡)[𝑡𝑞−1𝐸𝑞(−𝛽𝑡𝑞)]  
 که:

3 Mittag–Leffler 
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𝐸𝑞(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

Γ(𝑘𝑞+1)

∞
𝑘=0 (17 )                            

𝑡𝑞−1 ≥ 0, 𝐸𝑞 ≥  توابع غیرمنفی هستند بنابراين:  0

𝑣(𝑡) ≤ 𝑣(0)𝐸𝑞(−𝛽𝑡𝑞)              (18)            

 ( داريم:11( در )18با جايگذاری ) 

𝑤1(𝑥) ≤ 𝑣(0)𝐸𝑞(−𝛽𝑡𝑞)

= 𝑣(0) ∑
(−𝛽𝑡𝑞)𝑘

Γ(k𝑞 + 1)

∞

𝑘=0

 

(19)                                                              

𝑣(0) که > 𝑥(0)برای    0 ≠   𝑤1(𝑥). بنابراين 0

 𝑥 در  1لیپ شیتز محلی 𝑣(𝑥)نین محدود است همچ

 است.

𝑣(0, 𝑥(0)) = 𝑥(0)اگر و فقط اگر  0 = که  0

 .کندپايداری میتج لفلر را تضمین می

چندجمله اي براي سیستم هاي  مدل فازي -3

 مرتبه صحیح

دراين قسمت يک مدل فازی با استفاده از قواعد چند جمله 

ابع ساس تای بیان شده است و تجزيه و تحلیل پايداری برا

مدل فازی چند جمله ای  .لیاپانوف مربعی انجام  شده است

ست که اين گسترش -ا  TSگسترش مدل فازی در حقیقت 

تعداد قواعد در مدل فازی چندجمله ای  باعث می شود که 

باشد و شرايط پايداری بدست   T-Sکمتر از  مدل فازی 

ش ونتايج بهتری نسبت به پايداری با ر  SOSآمده با روش 

LMI    داشته باشد همچنین مدل سیستم غیر خطی  با

روش فازی چندجمله ای ،دقیق  و مدلی سراسری است در 

برای سیستم های با قسمت چندجمله    T-Sحالیکه مدل 

ای مدلی سراسری نیست .مدل فازی چندجمله ای برای 

يک سیستم مرتبه صحیح بدين صورت است که قسمت 

د چند جمله ای بیان شده است. نتیجه گیری بر اساس قواع

 غیر خطی  زير را در نظر بگیريد: .سیستم

𝑥 ̇ = Ai (𝑥)x  (20                            )                

 تابع غیر خطی  و  Ai (𝑥)که در آن 

𝑥 = [𝑥1(𝑡)  𝑥2(𝑡)… . 𝑥𝑛(𝑡)]𝑇  
 بردارهای حالت هستند.

( 20طی بودن می توان سیستم )براساس مفهوم غیرخ و 

 را بصورت مدل فازی چندجمله ای زير بیان کرد:

                                                 
1 locally Lipschitz 

If Z1(𝑥(𝑡)) is M1 and……ZN(𝑥(𝑡))  is MiN    

Then   �̇�(𝑡)=Ai(𝑥)𝑥        i=1,2,.., N        
(21    ) 

 آنکه در 

z(𝑥) = [ Z1(𝑥(𝑡)), Z2(𝑥(𝑡)),…… , ZN(𝑥(𝑡))]
𝑇
,𝑁 ≤ 𝑛  

های ماتريس  Ai (𝑥) های( ماتريس20در رابطه )

xای هستند. چندجمله ∈ 𝑅𝑁   يک بردار ستونی بر حسب

تابعی بر   ( ZN(𝑥(𝑡))و   است  𝑥(𝑡)متغیرهای حالت 

است. بنابراين قسمت نتیجه   𝑥(𝑡)حسب متغیرهای حالت 

ای بیان دجمله( بر حسب چن21ای )مدل فازی چند جمله

 شود.می

( به صورت زير 21سازی مدل )فرآيند غیرفازی

            است:  

�̇�(𝑡) =
∑ 𝑤𝑖(𝑧(𝑥)){𝐴𝑖(𝑥)𝑋(𝑥)}𝑟

𝑖=1

∑ 𝑤𝑖
𝑟
𝑖=1 (𝑧(𝑥))

= 

∑ ℎ𝑖
𝑟
𝑖=1 (𝑧(𝑥)){𝐴𝑖(𝑥)𝑋(𝑥)}                       (22)  

   

 که در آن:

ℎ𝑖(𝑧(𝑥)) =
𝑤𝑖(𝑧(𝑥))

∑ 𝑤𝑖
𝑟
𝑖=1 (𝑧(𝑥))

 

∑ℎ𝑖

𝑟

𝑖=1

(𝑧(𝑥)) = 1     ,    0 ≤ ℎ𝑖(𝑧(𝑥)) ≤ 1 

                   
هاي اي براي سیستممدل فازي چندجمله-4

 مرتبه كسري

در اين قسمت با استفاده از مفهوم غیر خطی بودن  يک   

مرتبه کسری ای روش جديد که مدل فازی چندجمله

های غیرخطی مرتبه شود، برای نمايش سیستمنامیده می

کسری معرفی شده است. اين ساختار شبیه مدل فازی 

ای مرتبه صحیح است. بر اين اساس سیستم چندجمله

 غیرخطی زير را در نظر بگیريد:

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0

𝑐
𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡))  (23  )                              

 تابع غیر خطی و   𝑓(𝑥(𝑡))ه در آن ک

 𝑥(𝑡) = [𝑥1(𝑡)  𝑥2(𝑡)… . 𝑥𝑛(𝑡)]𝑇   بردارهای

 هستند. حالت

𝑓(𝑥(𝑡)) ∈ 𝑅𝑛×𝑛  ماتريس با عناصر غیر خطی  در

𝑛فضای  × 𝑛   0است  و <q ≤ 1   مرتبه مشتق سیستم

وان تمرتبه کسری است. بر اساس مفهوم غیرخطی بودن می
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ای زير بیان ( را بصورت مدل فازی چندجمله23یستم )س

 کرد:

If Z1(𝑥) is M1 and……Zn(𝑥) is MN      Then      

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0

𝑐
𝑥(𝑡) = 𝐴𝑖(𝑥)x , i=1,2,…N      (24  )       

( توسط 23(  مدل سیستم مرتبه کسری  )24که در رابطه )

به کسری  نمايش داده شده و ای  مرتجملات چندجمله

ای مرتبه صحیح در تفاوت اين مدل با روش چندجمله

جملات قسمت دوم است که دارای جملات مرتبه کسری 

يک  MiNو  متغیر  Zn(𝑥)(، 24باشد در رابطه )می

مدل دينامیکی  ام است.  iمشخصه فازی متعلق به قاعده 

 شود:( بصورت زير بیان می23سیستم )

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0

𝑐
𝑥(𝑡) = ∑ ℎ𝑖(

𝑁
𝑖=1 𝑧(𝑥){𝐴𝑖(𝑥)𝑥}  (25)            

 مشابه مرتبه صحیح :  که

∑ℎ𝑖

𝑟

𝑖=1

(𝑧(𝑥)) = 1, 0 ≤ ℎ𝑖(𝑧(𝑥)) ≤ 1 

 (26                                                               ) 

 و

z(x) = [ Z1(𝑥), Z2(𝑥), …… , Zn(𝑥)]  
(27)                                                                

بر هاي مرتبه كسري سیستم آنالیز پایداري-5

 SOSاساس 

های مرتبه کسری قسمت آنالیز پايداری سیستم در اين

گیرد و شرايط لازم و کافی برای مورد بررسی قرار می

 .آيدپايداری بدست می

 :2قضیه 

-میتج( پايدار 23ای مرتبه کسری )ستم فازی چندجملهسی

 است اگر و فقط اگر شرايط زير برقرار باشد:لفلر 

SOS  ،𝛼𝑗توابع  ∈ [0,1] , 𝑣
𝑗
(𝑥), 𝑞(𝑥)     موجود باشند

 بطوری که:
1- 𝑤1(𝑥) ≤ 𝑣𝑗(𝑥) ≤ 𝑤2(𝑥)   (28 )                   

                 𝑗 = 1,2, … . , 𝑁                         
2- 𝐷𝑡

𝑞
𝑡0
𝑐 𝑣(𝑥) ≤ −𝑤3(𝑥) (29)                       

𝑤1(𝑥), 𝑤2(𝑥) , −𝑤3(𝑥) 𝑖𝑠 𝑆𝑂𝑆 
3- 𝛼𝑖(

𝜕𝑣𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
)𝑇𝐴𝑖(𝑥)𝑥 ≤ −𝑤3(𝑥) − 𝑞(𝑥),

𝑞(𝑥) ≥ 0  (30               )  

4- ∑ 𝛼𝑗(
𝜕𝑣𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
)𝑇𝐴𝑖(𝑥)𝑥𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖 ≤ 𝑞(𝑥)  (31     )   

 اثبات:

𝒗(𝑥)اگر تابع لیاپانوف بصورت  = ∑ 𝛼𝑗𝑣𝑗(𝑥)𝑁
𝑗=1   

 تعريف شود در اينصورت:

𝑤1(𝑥) ≤ 𝒗(𝑥) ≤ 𝑤2(𝑥)  

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑣(𝑥) ≤ (

𝜕𝑣(𝑥)

𝜕𝑥
)𝑇 𝐷𝑡

𝑞
𝑡0
𝑐 𝑥(𝑡)

= (
𝜕𝑣(𝑥)

𝜕𝑥
)𝑇 ∑ℎ𝑖(

𝑁

𝑖=1

𝑧(𝑥)){𝐴𝑖(𝑥)𝑥}

= ∑𝛼𝑗 (
𝜕𝑣𝑗(𝑥)

𝜕𝑥
)

𝑇

∑ℎ𝑖(

𝑁

𝑖=1

𝑧(𝑥)){𝐴𝑖(𝑥)𝑥}

𝑁

𝑗=1

= ∑(ℎ𝑖(

𝑁

𝑖=1

𝑧(𝑥))∑𝛼𝑗 (
𝜕𝑣𝑗(𝑥)

𝜕𝑥
)

𝑇

𝐴𝑖(𝑥)𝑥

𝑁

𝑗=1

)

= ∑𝛼𝑖ℎ𝑖(

𝑁

𝑖=1

𝑧(𝑥)) (
𝜕𝑣𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
)

𝑇

𝐴𝑖(𝑥)𝑥

+ ∑ ∑ 𝛼𝑗ℎ𝑖(

𝑁

𝑖=1,𝑗≠𝑖

𝑧(𝑥)) (
𝜕𝑣𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
)

𝑇

𝐴𝑖(𝑥)𝑥

𝑁

𝑖=1

≤ ∑ℎ𝑖(

𝑁

𝑖=1

𝑧(𝑥))(−𝑤3(𝑥) − 𝑞(𝑥))

+ ∑ℎ𝑖(

𝑁

𝑖=1

𝑧(𝑥))𝑞(𝑥)

= −𝑤3(𝑥) − 𝑞(𝑥) + 𝑞(𝑥) = −𝑤3(𝑥) 

 تعريف شده داريم:  v(x)برای تابع لیاپانوف  ابراينبن

 𝑤1(𝑥) ≤ 𝐯(𝑥) ≤ 𝑤2(𝑥) 

میتج   پس سیستم فازی چندجمله ای فوق پايدار به مفهوم

 . استلفلر-

درجه  چنانچه توابع لیاپانوف  بصورت 2در قضیه  :1نکته

𝑣𝑗(𝑥)دوم  = 𝑥𝑇𝑃𝑗𝑥      :تعريف شوند آنگاه 

𝑣(𝑥) = ∑𝛼𝑗𝑣𝑗(𝑥)

𝑁

𝑗=1

= ∑ 𝛼𝑗𝑥
𝑇𝑃𝑗𝑥

𝑁

𝑗=1

= 𝑥𝑇(∑𝛼𝑗𝑃𝑗)𝑥

𝑁

𝑗=1

= 𝑥𝑇𝑃𝑥 

Pکه در آن:                          = ∑ 𝛼𝑗𝑃𝑗
𝑁
𝑗=1 

تابع لیاپانوف حاصله در واقع همان تابع لیاپانوف :2نکته

 مشترک برای تمام قواعد است.
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 مثال و شبیه سازي:-6

در اين قسمت با ارائه  مثالهايی صحت و درستی ادعا نشان 

در مثال يک پايداری يک سیستم  داده شده است. ابتدا

مرتبه کسری بررسی شده و نشان داده شده است که با 

وجود پايدار بودن تابع لیاپانوف درجه دو برای اين سیستم 

ی پايداری اين پاسخی برای بررس LMIوجود ندارد و روش 

تابع لیاپانوف  مرتبه   SOSسیستم ندارد. در حالیکه  باروش 

برای سیستم بدست آمده است. در مثال دوم نیز ابتدا  4

 با تعداد قواعد کم    سیستم بصورت مدل فازی چندجمله ای

برای پايداری  1تبديل شده و سپس شرايط کافی قضیه 

M-L   .مثال سوم  درسیستم غیر خطی بررسی شده است

نیز نشان داده شده است که تعداد قواعد با استفاده از روش 

کاهش يافته   TSKای کسری  در مقايسه با روش چندجمله

است.

 شود:( بصورت زير  بیان می31سیستم غیر خطی و متغیر با زمان  )-1مثال 

𝐷𝑡
0.9

𝑡0
𝑐 𝑥1(𝑡) = −(

7

2
+

3

2
cos (t + 𝑥2)sin𝑥1(t)) 𝑥1(t) − 4𝑥2

2(t) 

𝐷𝑡
0.9

𝑡0
𝑐 𝑥2(𝑡) = (

19

2
−

21

2
cos (t + 𝑥2)sin𝑥1(t)) − 2𝑥2(𝑡)                                                             (31)  

 :TSKبرای مدل 

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑥(𝑡) = ∑ℎ𝑖(𝑧)(𝐴𝑖𝑥)

8

𝑖=1

𝑥ه ک = [𝑥1 𝑥2]
𝑇   و𝑧 = [𝑧1 𝑧2]

𝑇   و𝑥2 ∈ [−𝑑2  𝑑2]

 𝐴1 = [
−5 −4𝑑2

−1 −2
]  , 𝐴2 = [

−5 +4𝑑2

−1 −2
] , 𝐴3 = [

−2 −4𝑑2

20 −2
] , 𝐴4 = [

−2 +4𝑑2

20 −2
] 

  𝐴5 = [
−2 −4𝑑2

20 −2
]  , 𝐴6 = [

−2 +4𝑑2

20 −2
] , 𝐴7 = [

−5 −4𝑑2

−1 −2
] , 𝐴8 = [

−5 +4𝑑2

−1 −2
] 

 شوند:توابع عضويت بصورت زير تعريف می

ℎ1(𝑧) =
1 − cos (t + 𝑥2)

2
 .
1 − sin𝑥1(t)

2
 .
−𝑥2 + 𝑑2

2𝑑2
 

ℎ2(𝑧) =
1 − cos (t + 𝑥2)

2
 .
1 − sin𝑥1(t)

2
 .
𝑥2 + 𝑑2

2𝑑2
 

ℎ3(𝑧) =
1 − cos (t + 𝑥2)

2
 .
1 + sin𝑥1(t)

2
 .
−𝑥2 + 𝑑2

2𝑑2
 

ℎ4(𝑧) =
1 − cos (t + 𝑥2)

2
 .
1 + sin𝑥1(t)

2
 .
𝑥2 + 𝑑2

2𝑑2
 

ℎ5(𝑧) =
1 + cos (t + 𝑥2)

2
 .
1 − sin𝑥1(t)

2
 .
−𝑥2 + 𝑑2

2𝑑2
 

ℎ6(𝑧) =
1 + cos (t + 𝑥2)

2
 .
1 − sin𝑥1(t)

2
 .
𝑥2 + 𝑑2

2𝑑2
 

ℎ7(𝑧) =
1 + cos (t + 𝑥2)

2
 .
1 + sin𝑥1(t)

2
 .
−𝑥2 + 𝑑2

2𝑑2
 

ℎ8(𝑧) =
1 + cos (t + 𝑥2)

2
 .
1 + sin𝑥1(t)

2
 .
𝑥2 + 𝑑2

2𝑑2
 

ای هشت دار T-Sهمانطور که مشخص است مدل فازی 

و پايداری  است (31)قاعده برای نمايش سیستم غیرخطی 

𝑥2سیستم در محدوده  ∈ [−𝑑2  𝑑2]   شود. بررسی می

زير، مدل  ای با نمايش سیستم بصورت مدل فازی چندجمله

آيد. همچنین  تری از سیستم غیرخطی  بدست میدقیق

کاهش پايداری بصورت سراسری  بوده و تعداد قواعد نیز 

  يابد.می



 به روش مجموع مربعات یمرتبه کسر یاچندجمله یفاز یها ستمیس یداريپا زیآنال                                                             68

 (76-61، )1401، زمستان 71، شماره بیستمسال                                     مجله مدل سازی در مهندسی                                  

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑥(𝑡) = ∑ℎ𝑖(𝑧)𝐴𝑖(𝑥)

2

𝑖=1

𝑥 

𝑥که  = [𝑥1, 𝑥2]   و𝑧 = 𝑥1  مدل فازی چند  و

 شود:ای سیستم )( بصورت زير بیان میجمله

 If 𝑥1(t) is ℎ1(𝑥1(t))  then 𝐷𝑡
0.9

𝑡0
𝑐 𝑥1(𝑡) =

𝐴1(𝑥)𝑥(𝑡) 

If 𝑥1(t) is ℎ2(𝑥1(t))  then 𝐷𝑡
0.9

𝑡0
𝑐 𝑥1(𝑡) =

𝐴2(𝑥)𝑥(𝑡) 
 که : 

ℎ1(𝑥1(t)) =
1 + cos (t + 𝑥2)sin𝑥1(t)

2
 

ℎ2(𝑥1(t)) =
1 − cos (t + 𝑥2)sin𝑥1(t)

2
 

 و

 

 𝐴1 = [
−5 −4𝑥2

−1 −2
]  

 𝐴2 = [
−2 −4𝑥2

20 −2
] 

 .     2مثال 

 سیستم غیرخطی زير را در نظر بگیريد:

 
𝐷𝑡

0.9
𝑡0
𝑐 𝑥1(𝑡) = −2𝑥1 + 𝑥1

2 − 𝑥1
3 + 𝑥1

2𝑥2

− 𝑥1𝑥2
2+𝑥2 

𝐷𝑡
0.9

𝑡0
𝑐 𝑥2(𝑡) = −𝑠𝑖𝑛𝑥1 − 𝑥2      

(32) 

𝑥1تخاب توان با انسیستم غیرخطی را می ∈ [−𝑑1  𝑑1] 

𝑥2و  ∈ [−𝑑2  𝑑2]   بصورت مدل فازیT-S   مدل کرد

 بر اين اساس:

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑥(𝑡) = ∑ℎ𝑖(𝑧)(𝐴𝑖𝑥)

8

𝑖=1

𝑥که  = [𝑥1 𝑥2]
𝑇   و𝑧 = [𝑧1 𝑧2]

𝑇   و  

 𝐴1 = [
𝑘𝑚𝑎𝑥 1
−1 −1

]  , 𝐴2 = [
𝑘𝑚𝑎𝑥 1
−1 −1

] , 𝐴3 = [
𝑘𝑚𝑎𝑥 1

−
𝑠𝑖𝑛𝑑1 

𝑑1 
−1

] , 𝐴4 = [
𝑘𝑚𝑎𝑥 1

−
𝑠𝑖𝑛𝑑1 

𝑑1 
−1

] 

  𝐴5 = [
𝑘𝑚𝑖𝑛 1
−1 −1

]  , 𝐴2 = [
𝑘𝑚𝑖𝑛 1
−1 −1

] , 𝐴3 = [
𝑘𝑚𝑖𝑛 1

−
𝑠𝑖𝑛𝑑1 

𝑑1 
−1

] , 𝐴4 = [
𝑘𝑚𝑖𝑛 1

−
𝑠𝑖𝑛𝑑1 

𝑑1 
−1

] 

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑎𝑥|𝑥1|<𝑑1 ,|𝑥2|<𝑑2 
(−2 + 𝑥1 − 𝑥1

2 − 𝑥1
3 + 𝑥1𝑥2 − 𝑥2

2) 

𝑘𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛|𝑥1|<𝑑1 ,|𝑥2|<𝑑2 
(−2 + 𝑥1 − 𝑥1

2 − 𝑥1
3 + 𝑥1𝑥2 − 𝑥2

2) 

 شوند:توابع عضويت بصورت زير تعريف می

ℎ1(𝑧) =
𝑘 − 𝑘𝑚𝑖𝑛

𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑖𝑛
 
𝑠𝑖𝑛(𝑥1) − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1)𝑥1⁄

(1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1))𝑥1⁄
 .
𝑥1 + 𝑑1

2𝑑1
 

ℎ2(𝑧) =
𝑘 − 𝑘𝑚𝑖𝑛

𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑖𝑛
 
𝑠𝑖𝑛(𝑥1) − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1)𝑥1⁄

(1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1))𝑥1⁄
 .
𝑑1−𝑥1

2𝑑1
 

ℎ3(𝑧) =
𝑘 − 𝑘𝑚𝑖𝑛

𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑖𝑛
 

𝑥1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥1)

(1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1))𝑥1⁄
 .
𝑥1 + 𝑑1

2𝑑1
 

ℎ4(𝑧) =
𝑘 − 𝑘𝑚𝑖𝑛

𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑖𝑛
 

𝑥1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥1)

(1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1))𝑥1⁄
 .
𝑑1−𝑥1

2𝑑1
 

ℎ5(𝑧) =
𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘

𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑖𝑛
 
𝑠𝑖𝑛(𝑥1) − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1)𝑥1⁄

(1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1))𝑥1⁄
 .
𝑥1 + 𝑑1

2𝑑1
 

ℎ6(𝑧) =
𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘

𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑖𝑛
 
𝑠𝑖𝑛(𝑥1) − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1)𝑥1⁄

(1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1))𝑥1⁄
 .
𝑑1−𝑥1

2𝑑1
 

ℎ7(𝑧) =
𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘

𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑖𝑛
 

𝑥1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥1)

(1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1))𝑥1⁄
 .
𝑥1 + 𝑑1

2𝑑1
 

ℎ8(𝑧) =
𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘

𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑖𝑛
 

𝑥1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥1)

(1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 𝑑1))𝑥1⁄
 .
𝑑1−𝑥1

2𝑑1
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 دارای هشت T-Sهمانطور که مشخص است مدل فازی 

و پايداری   (  است32قاعده برای نمايش سیستم غیرخطی )

شود. با نمايش بررسی می  𝑑2و 𝑑1سیستم در محدوده 

تری از مدل دقیق ایسیستم بصورت مدل فازی چندجمله

𝑥1سیستم غیرخطی  بدست آمده و با تعريف  ∈

𝑥2و  [∞ ∞−] ∈ پايداری سراسری و تعداد   [∞ ∞−]

  يابد.هش میقواعد نیز کا

𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑥(𝑡) = ∑ℎ𝑖(𝑧)𝐴𝑖(𝑥)

2

𝑖=1

𝑥 

𝑥که  = [𝑥1, 𝑥2]   و𝑧 = 𝑥1  و 

  𝐴1 =

[−2 + 𝑥1 − 𝑥1
2 − 𝑥1

3 + 𝑥1𝑥2 − 𝑥2
2 1

−1 −1
]  

 𝐴2 =

[−2 + 𝑥1 − 𝑥1
2 − 𝑥1

3 + 𝑥1𝑥2 − 𝑥2
2 1

0.217 −1
] 

  :شوندتوابع عضويت نیز بصورت زير تعريف می

ℎ1(𝑧) =  
𝑠𝑖𝑛𝑥1 + 0.217𝑥1

1.271𝑥1
        , ℎ2(𝑧)

=  
𝑥1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥1

1.271𝑥1
 

 

 (32برای سیستم ) 𝑥2بر حسب  𝑥1منحنی حالت  -1شکل 

 سیستم زير را در نظر بگیريد:.3مثال 

 
       

𝐷𝑡
0.8

𝑡0
𝑐 𝑥1(𝑡) = −𝑥1 − 2𝑥1𝑥2

2 − 2𝑥2
3 

𝐷𝑡
0.8

𝑡0
𝑐 𝑥2(𝑡) = −2𝑥1

2𝑥2 − 2𝑥2 + 0.33𝑥2
3 

𝐴(𝑥) = [
−1 −2𝑥1𝑥2 − 2𝑥2

2

−2𝑥1𝑥2 0.33𝑥2
2 − 2

] 

 

 
 

(33)     

 

 داريم:  SOSTOOLSولباکس با استفاده از ت

       

𝑣(𝑥) = 0.40401𝑥1
4
+ 0.375𝑥1

2𝑥2
2 + 0.866𝑥1

2 + 0.396𝑥2
3𝑥1 

−0.026𝑥1𝑥2 + 0.473𝑥2
4 + 0.918𝑥2

2 
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از  لیاپانوف بدست آمده در اين مثال حداقل درجه تابع

  LMIاست که با روش  درجه چهار بوده و  اين در حالی

 فاده از آيد. با استتابع لیاپانوفی برای  سیستم بدست نمی

 

𝑣(𝑥)لم يک داريم: = 𝑧𝑇𝑄𝑧                                   

 که

     𝑧𝑇 = [𝑥1  𝑥2   𝑥1
2  𝑥1𝑥2   𝑥2

2 ]   

       

Q=

[
 
 
 
 

0.8662
−0.0134     

0.0000

−0.0134     
0.9180
0.0000

0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000

0.4016 0.0000 −0.1046
0.0000 0.0000 0.000  0.5843 0.1981
0.0000 0.0000 −0.1046 0.1981 0 .4737]

 
 
 
 

 

 

 
 
 

 برطبق قضیه يک داريم:

       
 𝑤1(𝑥) =  0.246𝑥1

4 + 0.22875𝑥1
2𝑥2

2 + 0.571𝑥1
2 + 0.1702𝑥2

3𝑥1 
−0.026𝑥1𝑥2 + 0.010𝑥2

4 +  0.605𝑥2
2 

 
 

       
𝑤2(𝑥) = 0.741𝑥1

8 + 0.695𝑥1
6𝑥2

2 + 1.866𝑥1
6 + 0.3315𝑥2

3𝑥1
5 

−0.0228𝑥1
5𝑥2 + 1.575𝑥2

4𝑥1
4 + 1.683𝑥2

2𝑥1
4 + 0.695𝑥1

4𝑥2
6 

+1.866𝑥1
2𝑥2

4 + 0.3315𝑥2
7𝑥1 − 0.0228𝑥2

5𝑥1 + 0.875𝑥2
8 + 1.683𝑥2

6 

 
 
 

𝑤3(𝑥) = −4.77𝑥1
4𝑥2

2 − 1.606𝑥1
4 − 5.590𝑥1

3𝑥2
3 + 0.053𝑥1

3𝑥2 
−0.0075𝑥1

2𝑥2
6 − 5.064𝑥1

2𝑥2
4 − 9.38𝑥1

2𝑥2
2 − 1.73𝑥1

2 − 0.011𝑥1𝑥2
7 

−1.935𝑥1𝑥2
5 − 6.192𝑥1𝑥1𝑥2

3 + 0.0803𝑥1𝑥1𝑥2
2 − 0.018𝑥2

8 

 
 
 

شکل يک به ازای شرايط اولیه مختلف رسم شده است که 

 شرايط اولیه نشان دهنده همگرايی مسیرهای حالت به ازای 

0xبنابراين مختلف به سمت نقطه تعادل صفر است.   

 .( پايدار است32لفلر است و سیستم )-پايدار میتج

 
 

 (33برای سیستم ) 𝑥2بر حسب  𝑥1منحنی حالت  -2شکل 
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 ای  مرتبه کسری زير را در نظر بگیريد:. سیستم فازی چندجمله4مثال 

   

𝐷𝑡
0.8

𝑡0
𝑐 𝑥1(𝑡) = −2𝑥1 + 𝑥1

3 + 𝑥1
2 + 𝑥1

2𝑥2 − 2𝑥1𝑥2
2 

                                                                                                                                 

𝐷𝑡
0.8

𝑡0
𝑐 𝑥2(𝑡) = −𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛𝑥1 

(34) 

 توانیم سکتورها را به شرح ذيل بدست آوريم:می  𝑠𝑖𝑛𝑥1  با استفاده از بسط تیلور

{
h1 (𝑥1 −

𝑥1
3

6
) + h2 (𝑥1 −

𝑥1
3

6
+

𝑥1
5

120
) = 𝑠𝑖𝑛𝑥1         

h2 + h1 = 1                                                 

 

 که:

h1 =
120(𝑥1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥1) − 20𝑥1

3

𝑥1
5

+ 1 

 

h2 = −
120(𝑥1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥1) − 20𝑥1

3

𝑥1
5

 

 بصورت زير نوشت:  ایچندجمله اين معادلات را میتوان به شکل مدل فازی

If  x1(t)  is  h1(z(t))       then 𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑥(𝑡)= A1(𝑥)𝑥 

If  x1(t) is  h2(z(t))    then 𝐷𝑡
𝑞

𝑡0
𝑐 𝑥(𝑡)= A2(x)x 

A1(x(t)) = [
−2 + 𝑥1

2 + 𝑥1 + 𝑥1𝑥2 − 2𝑥2
2 0

−1 + 1/6𝑥1
2 −1

] 

A2(x(t)) = [
−2 + 𝑥1

2 + 𝑥1 + 𝑥1𝑥2 − 2𝑥2
2 0

−1 + 1/6𝑥1
2 − 1/120𝑥1

4 −1
] 

 
 داريم:  sostoolsو با استفاده از   2در اين مثال پاسخی نداشته، بنابراين بر اساس قضیه   LMIروش  برای آنالیز پايداری 

 

𝑣1(𝑥) = − 0.01052𝑥1
7 +  0.04174𝑥1

6𝑥2  +  0.1082𝑥1
6  −  0.01012𝑥1

5𝑥2
4  

−  0.03304𝑥1
5𝑥2

3  −  0.04715𝑥1
5𝑥2

2  −  0.07967𝑥1
5𝑥2 +  0.0108𝑥1

4𝑥2
5  

+ 0.06112𝑥1
4𝑥2

4  +  0.02815𝑥1
4𝑥2

3  −  0.218𝑥1
4𝑥2

2 −  0.8291𝑥1
4𝑥2  

−  2.079𝑥1
4 −  0.056𝑥1

3𝑥2
5  +  0.3667𝑥1

3𝑥2
3  +  0.01323𝑥1

3𝑥2
2  

−  0.5358𝑥1
3𝑥2  − 1.922𝑥1

3  +  0.02439𝑥1
2𝑥2

6  −  0.01981𝑥1
2𝑥2

5

−  0.1946𝑥2
2𝑥2

4  +  0.7179𝑥1
2𝑥2

3 +  3.55𝑥1
2𝑥2

2  +  4.719𝑥1
2𝑥2  

+  13.28𝑥1
2 −  0.0579𝑥1𝑥2

5  − 0.3184𝑥1𝑥2
4  −  1.092𝑥1𝑥2

3  
+  2.945𝑥1𝑥2

2  +  15.54𝑥1𝑥2  −  0.1535𝑥2
5  +  1.083𝑥2

4  +  3.837𝑥2
3  

+  10.81𝑥2
2    

 
𝑣2(𝑥) = 0.01338𝑥1

6 - 0.06867𝑥1
5𝑥2 + 0.06706𝑥1

5 - 0.02001𝑥1
4𝑥2

3 - 0.1452𝑥1
4𝑥2

2 - 
0.271𝑥1

4𝑥2 - 0.5827𝑥1
4 - 0.01414𝑥1

3 𝑥2
4+ 0.05148𝑥1

3 𝑥2
3 - 0.0959𝑥1

3 𝑥2
2 + 

0.5371𝑥1
3 𝑥2 - 0.6736𝑥1+ 0.2239𝑥1

2𝑥2
4+ 0.5572𝑥1

2𝑥2
3 + 2.853𝑥1

2𝑥2
2+ 2.02𝑥1

2𝑥2 + 
5.593𝑥1

2+ 0.03517𝑥1𝑥2
5+ 0.2563𝑥1𝑥2

4+ 2.315𝑥1𝑥2
3+ 2.386𝑥1𝑥2

2+ 4.521𝑥1𝑥2 + 
0.3822𝑥2

6 + 0.9785𝑥2
5 + 2.54𝑥2

4 + 2.89𝑥2
3 + 3.077𝑥2

2 
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𝑣(𝑥)با در نظرگرفتن تابع لیاپانوف بصورت  = ∑ 𝛼𝑗𝑣𝑗(𝑥)𝑁
𝑗=1  داریم:  

 
𝑣(𝑥) = 0.0106𝑥1

7𝑥2 −  0.026𝑥1
7 +  0.101𝑥1

6𝑥2  +  0.238𝑥1
6  −  0.0101𝑥1

5𝑥2
4  

−  0.7𝑥1
5𝑥2

3  −  0.031𝑥1
5𝑥2

2  −  0.291𝑥1
5𝑥2  +  0.66𝑥1

5  −  0.1318𝑥1
4𝑥2

3

−  0.7459𝑥1
4𝑥2

2 −  1.783𝑥1
4𝑥2  −  4.58𝑥1

4  −  0.01546𝑥1
3𝑥2

6

−  0.0489𝑥1
3𝑥2

5 −  0.1033𝑥1
3𝑥2

4 +  0.761𝑥1
3𝑥2

3 −  1.048𝑥1
3𝑥2

2

+  0.1466𝑥1
3𝑥2  −  5.1261𝑥1

3 +  0.1513𝑥1
2𝑥2

6 +  0.0451𝑥1
2𝑥2

5

+ 1.87𝑥1
2𝑥2

4  +  2.11𝑥1
2𝑥2

3  +  14.28𝑥1
2𝑥2

2  +  9.5𝑥1
2𝑥2  +  31.091𝑥1

2  
+  0.017𝑥1𝑥2

6  +  2.637𝑥1𝑥2
5  +  2.243𝑥1𝑥2

4   +  13.44𝑥1𝑥2
3  

+  13.427𝑥1𝑥2
2  +  35.737𝑥1𝑥2  +  0.0538967𝑥2

8  +  0.1414𝑥2
7  

+  5.5297𝑥2
6  + 7.894177𝑥2

5  +  14.719𝑥2
4  +  14.323𝑥2

3  +  22.043𝑥2
2  

 

تابع لیاپانوف بدست آمده دارای درجه ده بوده وتابع لیاپانوف با درجه کمتر برای اين سیستم وجود ندارد. با استفاده از روابط 

 داريم:  sosستفاده ازتولباکس (  و ا30( و )29)

 
𝑤3(𝑥) = − 0.010716𝑥1

10𝑥2  −  0.0333𝑥1
10 +  0.0269𝑥1

9𝑥2  −  0.1909𝑥1
9  

+  0.0677𝑥1
8𝑥2

3 +  0.1164𝑥1
8𝑥2

2 +  0.5073𝑥1
8𝑥2  +  1.2115𝑥1

8

+  0.02157𝑥1
7𝑥2

5 +  0.0148𝑥1
7𝑥2

4 −  0.4609𝑥1
7𝑥2

3 +  0.6627𝑥1
7𝑥2

2

− 0.0882𝑥1
7𝑥2  +  4.3186𝑥1

7 −  0.0147𝑥1
6𝑥2

6 −  0.2057𝑥1
6𝑥2

5

−  0.6064𝑥1
6𝑥2

4 −  2.4688. 𝑥2
3 −  6.3406𝑥1

6𝑥2
2 −  7.1670𝑥1

6𝑥2  
−  17.2490𝑥1

6 +  0.0722𝑥1
5𝑥2

7 −  0.0147𝑥1
6𝑥2

6 −  0.2057𝑥1
6𝑥2

5

−  0.6064𝑥1
6𝑥2

4 −  2.4688𝑥1
6𝑥2

3 −  6.3406𝑥1
6𝑥2

2 −  7.1670𝑥1
6𝑥2  

−  17.2490𝑥1
6 +  0.0722𝑥1

5𝑥2
7 +  0.0842𝑥1

5𝑥2
6 +  0.8299𝑥1

5𝑥2
5

−  0.3237𝑥1
5𝑥2

4 +  5.1705𝑥1
5𝑥2

3 −  16.6218𝑥1
5𝑥2

2 −  9.4039𝑥1
5𝑥2  

−  33.6202𝑥1
5 −  0.0638𝑥1

4𝑥2
8 −  6.1499𝑥1𝑥2

7 −  6.6041𝑥1𝑥2
6

−  111.7159𝑥1𝑥2
5 −  119.2599𝑥1𝑥2

4 −  256.4758𝑥1𝑥2
3 −  139.6488𝑥1𝑥2

2

−  195.3861𝑥1𝑥2  −  0.4311𝑥2
8 −  0.989𝑥2

7 − 33.1784𝑥2
6  −  39.4708𝑥2

5  
−  58.87𝑥2

4  −  42.969𝑥2
3  −  44.0872𝑥2

2  

 .هستند  SOSتوابع    𝑤1(𝑥) و𝑤2(𝑥) و𝑤3(𝑥)−که 

 
 

 𝑤1(𝑥) رويه -3شکل 
 

  
 

  

 𝑤2(𝑥)رويه  -4شکل 
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 𝑣(𝑥)رويه  -5شکل 

 
 𝑤3(𝑥)−رويه  -6شکل  

 
 𝑤2(𝑥)و  𝑤1(𝑥) رويهمقايسه -7شکل

 
     𝑤1(𝑥) - 𝑤2(𝑥)  رويه -8شکل 

 
  

 

 
 

 سکتورهای غیرخطی-9شکل 

 

 
 

 (34)برای سیستم  𝑥2بر حسب  𝑥1منحنی حالت -10شکل 
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 نقاط ضعف و قوت   -7
-های فازی چندجملهدر اين مقاله به آنالیز پايداری سیستم

ن اي ايم که بر اين اساس فوايدای مرتبه کسری پرداخته

 شود:روش به شرح زير بیان می

های  آنالیز پايداری سیستم ]26[و  ]24[در مقالات -1

ای مرتبه صحیح  مورد بررسی قرار گرفته فازی  چندجمله

 های فازیاست. اين در حالی است که در اين مقاله، سیستم

ای مرتبه کسری مورد بررسی قرار گرفته است که چندجمله

 تری دارند.در مدلسازی دقت بیش

های آنها بر اساس و رفرنس ]22[و ] 14[نتايج مقالات  -2

بدست آمده است و اين در حالی است که   LMIروش 

توان با اين روش حل کرد ای را نمیهای چندجملهنامساوی

توان آنها را بر های زيادی وجود دارند که نمیو سیستم

ای حل اين بیان کرد. در اين مقاله بر  LMIاساس نامساوی 

های مرتبه مشکل از رويکرد مجموع مربعات  برای سیستم

تابع کانديد   SOSکسری استفاده شده است و با روش 

 لیاپانوف انتخاب شده است.

آنالیز پايداری بر اساس تابع  ]33[ و ]20[در مقالات  -3

لیاپانوف درجه دو  انجام شده است. اين درحالی است که 

ی وجود داشته باشد که تابع ممکن است سیستم غیرخط

لیاپانوف مربعی برای آن وجود نداشته باشد. در اين مقاله از 

 رويکرد مجموع مربعات برای بدست آوردن توابع لیاپانوف با 

 درجه بالاتر استفاده شده است و با ذکر يک مثال نشان داده 

 

 .شده است

   ] 10[آنالیز پايداری با اين روش درمقايسه با مقالات  -4

های کسری مرتبه صحیح را مورد بررسی که سیستم ]25[و 

اند دارای عملکرد بهتری بوده و شرايط پايداری قرار داده

کند. در ادامه اين کار، پايدارسازی و سراسری را فراهم می

های فازی مرتبه کسری طراحی کنترلر برای سیستم

 شود.پیشنهاد می
 

 گیرينتیجه -8
ای هد برای بررسی پايداری سیستمدر اين مقاله روشی جدي

ای  مرتبه کسری ارائه شده است  که تعداد فازی چندجمله

قواعد با اين روش به علت استفاده از سکتورهای غیرخطی 

يابد. بر اين اساس تابع  کانديد لیاپانوف به شدت کاهش می

توسط روش مجموع مربعات بدست آمده است که تابع 

واند درجه بالاتر نیز داشته باشد. تلیاپانوف بدست آمده می

قادر به بررسی آنها   LMIهايی که با روش بنابراين سیستم

توان با اين روش بررسی کرد. در اين مقاله نیستیم را می

ای هلفر سیستم–شرايط لازم و کافی برای پايداری  میتج 

     SOSای مرتبه کسری با استفاده از روش فازی چندجمله

( آورده 2در قضیه ) (23يط پايداری سیستم  )بیان  و شرا

شده است و در پايان نیز کارآمدی روش فوق با ذکر دو 

 مثال نشان داده شده است.

 

 

 مراجع-9

ارائه يک روش نوين و کارآمد استخراج ويژگی برای بازشناسی گفتار مقاوم مبتنی  "مروی وعلیرضا احمدی فرد، محسن صادقی ، حسین ]1[

 .85 -96، صفحه 1399تابستان ،  61 ، شماره18سازی در مهندسی، دوره نشريه مدل ،"ريه کسری و بهینه ساز تکامل تفاضلیبر تبديل فو

های بر پايه حساب ای در شن با استفاده از مدلحرارت هدايت غیرفوريهبررسی انتقال "عزيز عظیمی،شهاب غلامی و حسین بیاتی، ]2[

 .15 -22، صفحه 1399بهار ،  48 ، شماره15دسی، دوره سازی در مهننشريه مدل ،"کسری

[3] M . D. Ortigueira,"Fractional calculus for scientists and engineers", Springer Science & Business Media, Vol. 

84, 2011. 

[4]  R . Caponetto,"Fractional order systems: modeling and control applications",  World Scientific, Vol. 72, 2010. 

[5] J. C. Mayo-Maldonado, G. Fernandez-Anaya, O. F. Ruiz-Martinez, " Stability of conformable linear differential 

systems: a behavioural framework with applications in fractional-order control", IET Control Theory & 

Applications, 2020, pp.2900-2913.  

يک تحلیل مقايسه ای از الگوريتم های هوش جمعی کلونی زنبور مصنوعی و بهینه  "روح اله مقصودی، يعقوب حیدری و بهزاد مشیری، ]6[

 ،دسیسازی در مهننشريه مدل ،"DC فازی کسری و پیاده سازی آن بر روی موتور PID سازی گروهی ذرات در طراحی يک کنترل کننده

 .11 -23، صفحه 1392زمستان،  35 ، شماره11دوره 
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