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 ی درخمش قطاع استوانه با روش دبلیوکیبیخوردگنیچبررسی ناپایداری و 
 

 ،*2پورمرتضی سنجرانی، 1پورعلیرضا هادی

 
 

 چکیده  اطلاعات مقاله

 : پژوهشیمقالهنوع 

 25/07/1400: افت مقالهیدر

 04/04/1401بازنگری مقاله: 

 11/04/1401رش مقاله: یپذ

 
 ی است که درهای خمیده الاستیکی در مهندسهای تغییر شکل سازهکی از حالتخمش ی 

ای باز به یک استوانه خمش قطاع یک لوله استوانهدر این مقاله  .وجود دارد عتیو طبعلوم 

های دامنه گیرد که در سطح داخلی قطاع استوانه چین خوردگیکامل مورد مطالعه قرار می

ی امادهای برای مسئله مقدار ویژه خمش قطاع استوانهدر این مقاله شود. کوتاه ایجاد می

ی شده است و ناپایداری آن را برای بندمدل، همگن و همسانگرد ریناپذتراکمفوق الاستیک، 

افزوده شده( و روش تحلیلی ) ریولین به کمک نظریه تغییر شکل نمویتابع انرژی مونی

 بهاتوجهبکنیم. مقادیر ویژه این مسئله از روش تحلیلی دبلیوکیبی دبلیو کیبی بررسی می

دست آمده از روش مجانبی به جینتا شوند، اینیمخمش تعیین  و شرطشرایط مرزی 

های داخلی بعد و قبل از تغییر دهند که شرط خمش به نسبت شعاعدبلیوکیبی نشان می

ای قبل و بعد از تغییر شکل، عدد مد محیطی )تعداد شکل، زاویه قطاع استوانه

مت قطاع وابسته است. روند ای( و ضخاهای سطح داخلی قطاع استوانهخوردگیچین

 رد.گیتغییرات و وابستگی این پارامترهای هندسی با رسم نمودارها مورد بررسی قرار می

 

 لیدی:کواژگان 
 خمش، 

 ناپایداری، 

 روش دبلیوکیبی، 

 ی، رخطیغالاستیسیته 

 روش کامپوند ماتریس. 

 

 

 1مقدمه
های بزرگ را از آنجایی که مواد الاستیکی تغییر شکل

شوند و با توجه به کاربردهای بیولوژیکی متحمل می

های بزرگ، مطالعه و بررسی این موضوع مورد توجه خمش

 رودیخ و بویس مثال عنوانبهافراد زیادی قرار گرفته است، 

های بزرگ بر بدن یک نمونه ماهی که ساختار [ خمش1]

 اند. همچنین سیگاوراقرار داده موردمطالعهدارد را  هیچندلا

های قلب، خمش، خمش [ با الهام از شاهرگ2و همکاران ]

های نرم را مطرح کردند، بدون بار و خمش معکوس قطاع

های [ بهبود عملکرد خمش محرک3] و همکارانجینگ 

مواد سیلیکونی را بررسی کردند و یک  ساخته شده از

ی متفاوت را هایسختساختار هفت لایه سیلیکونی با 

های اخیر مطالعاتی درباره خمش سال پیشنهاد کردند، در

خوردگی در چینبا  ایاستوانهبلوک مستطیلی به قطاع 

اما در مورد [ 7-4ت ]اس گرفتهصورتآن سطح داخلی 
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 پایداری خمش به یک استوانه کامل کمتر بحث شده است

های پسماند در سازی تنش[. محققانی که مایل به مدل8]

 حاصطلابهند، اغلب از روش ای شکل هستهای نرم لولهبافت

کنند که در آن خم شدن قطاع زاویه باز شدن استفاده می

ای و تبدیل آن به یک استوانه کامل موجب استوانه

از لحاظ ریاضی برای مسائل  [.9گردد ]های پسماند میتنش

های بزرگ قطاع استوانه الاستیکی ریاضی مربوط به خمش

جواب دقیق توسط  ریناپذو تراکمی، همسانگرد رخطیغ

ی مهندسی سازمدل[ ارائه گردیده است. در 10] ریولین

بررسی تنش، خمش، کمانش و حل مسائل ریاضی مربوط 

ی تحلیلی به دلیل دقت بالاتر از اهمیت هابا روش به آنها

ی تقریبی و عددی هاروشخاصی برخوردار است، البته 

 [. 15-11است ]که بسیار رایج  هستندهای مفیدی رابزا

تغییر شکلناپذیر تحت سازی اجسام الاستیک تراکممدل

، برای شودیمهای بزرگ منجر به مسائل مقدار ویژه خاصی 
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یمآشفتگی استفاده  هایاز مسائل از روش گونهنیاحل 

های آشفتگی مختلف )در حالت روش درگذشته. شود

( به طور گسترده برای حل مسائل دبلیوکیبیخاص، روش 

ده ... بکار برده شمکانیک کوانتوم و  ضمنا  و  سیالاتپایداری 

این روش  1995های ، اما محققین زیادی پس از سالاست

جالب را روی مسائل الاستیسته محدود نیز بکار برده و نتایج 

نشان داد که [ 16] فو اند. مثلا آورده به دستبسیار خوبی 

الیز نتوان بر روی مسئله آرا می دبلیوکیبی مجانبیروش 

ز ا پایداری پوسته کروی، با ضخامت دلخواه، نیز بکار برد.

 و وفاند: جمله کسانی که از این روش مجانبی استفاده کرده

استوانه به ترتیب  [18] فو و لینو  [17] پورسنجرانی

 پورسنجرانیو نئوهاکین،  وارگا از جنسورو شده پشت

و  گافشار خارجی از جنس وار استوانه تحت[ 19-20]

ورو کره پشت [21]پور ، عبدالعلیان و سنجرانینئوهاکین

خمش  [22]و همکاران  پورسنجرانی، شده از جنس وارگا

را به کمک این روش وارگا  و مکعب از جنس نئوهاکین

 اند. مجانبی مورد بررسی قرار داده

این مقاله قصد داریم به بررسی پایداری خمش قطاع  در

ی هایخوردگنیچه کامل و مطالعه ای به استواناستوانه

سطح داخلی آن بپردازیم، برای این منظور ابتدا به 

ای مقدار ویژه شامل سازی آن پرداخته که مسئلهمدل

معادله دیفرانسیل مرتبه چهار و شرایط مرزی مرتبط با آن 

آید؛ سپس با اعمال روش عددی کامپوند می به دست

ه با استفاد بارنیاولای ماتریس )برای اعداد مد کوچک( و بر

از روش دبلیوکیبی )برای اعداد مد بزرگ( مقادیر ویژه این 

 شوند.متمتیکا محاسبه می افزارنرممسئله را با 

 تعریف مسئله
ظر در ن یریناپذای الاستیک، همسانگرد، تراکمقطاع استوانه

گرفته شده است که فرم هندسی آن بر حسب مختصات 

,𝑅) ایقطبی استوانه 𝛩, 𝑍)  در هیات مرجعℬ0 های با پایه

𝐸𝑅)نرمال  , 𝐸𝛩 , 𝐸𝑍) به صورت: 

(1) 𝐴 ≤ 𝑅 ≤ 𝐵,    −𝛼𝑟 ≤ 𝛩 ≤ 𝛼𝑟,     
             0 ≤ 𝑍 ≤ 𝐿,     

 𝐿های داخلی و خارجی و به ترتیب شعاع  𝐵و   𝐴است که 

اویه ز 2𝛼𝑟ای قبل از تغییر شکل هستند، طول قطاع استوانه

 بدون از دستای است. تغییر شکل نیافته قطاع استوانه

 عنوان مقیاس همه متغیرها وبه   𝐵دادن کلیت مسئله،

ل تغییر شک شده و میدانظر گرفته ن در طولی پارامترهای

 شود:آن به صورت زیر در نظر گرفته می

(2) 𝑟 = 𝑟(𝑅),        θ = 𝑘 𝛩,       𝑧 = 𝜆𝑧𝑍, 

𝑘با فرض  > ای ای به یک قطاع استوانهاین قطاع استوانه، 1

𝜆𝑧( که شکل گردد )تبدیل می 𝑙 تر به طول بسته =
𝑙

L
  

𝑘کشش محوری،  =
𝛼𝑟 

𝛼𝑑 
زاویه تغییر  2𝛼dتغییرات زاویه و  

 دهد.ای را نشان میشکل یافته قطاع استوانه

,𝑟)ای ، مختصات استوانهℬtجاری  ئتیهر این د θ, 𝑧)  با

𝑒𝑟)های نرمال پایه , 𝑒θ, 𝑒𝑧) ای باشد و قطاع استوانهمی

 تغییر شکل یافته فرم هندسی زیر را دارد:

(3) 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏,       −𝛼𝑑 ≤ 𝜃 ≤ 𝛼𝑑 ,   
             0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑙, 

𝑎که  = 𝑟(𝐴)  و𝑏 = 𝑟(𝐵) های داخلی رتیب شعاعبه ت

گرادیان تغییر شکل  تانسور و خارجی استوانه هستند.

 گردد:خمش برای این مقطع به صورت زیر بیان می

( 𝐹𝐹𝑇مقادیر اصلی تانسور کشش )جذر مقادیر ویژه 

 رتند از:عبا

(5) 
𝜆1 = 𝜆𝑟 =

𝑅

k 𝜆𝑧 𝑟
,   

𝜆2 = 𝜆𝜃 =
𝑘 𝑟

𝑅
,                𝜆3 = 𝜆𝑧.  

𝑑𝑒𝑡𝐹ی ریناپذتراکمشرط  = می باشدکه با توجه به این  1

 آیند:شرط به راحتی معادلات زیر به دست می

(6) 

𝑟 = √𝑎2 +
𝑅2 − 𝐴2

𝑘 𝜆𝑧
, 

b=√a2+
B2-A2

k λz
 , 

معادلات بالا و میدان تغییر شکل به دنبال  به باتوجه

این تغییر  ازین موردنیروها و گشتاورهای  آوردندستبه

 تغییر شکل کهییازآنجاشکل و معادلات تعادل هستیم. 

(4) 𝐹 =
𝑑𝑟

𝑑𝑅
𝑒r ⊗ 𝐸𝑅 +

𝑘𝑟

R
𝑒θ ⊗ 𝐸𝛩 +

         𝜆𝑧𝑒z ⊗ 𝐸𝑍 , 

 کل،رشییقبل از تغ یاقطاع استوانه یکربندیپ الف(-1شکل )

 شکل. رییبعد از تغ یاقطاع استوانه یکربندیپ )ب(
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هستند،  𝑧و  𝜃های اصلی مستقل از متقارن و کشش

 یابد:ه زیر تقلیل میمعادلات تعادل کوشی به معادل

(7) d

dr
𝜎𝑟𝑟 +

1

r
(σrr − σθθ) = 0, 

𝜎که 
𝑖𝑖

= 𝜆𝑖
𝜕𝑊

𝜕𝜆𝑖
− 𝑝 ، (𝑖 = 𝑟, 𝜃, 𝑧) های کوشی تنش

باشد تنش هیدروستاتیک وارد شده به ماده می pاصلی و 

ناپذیری است. تابع انرژی کرنشی که در نتیجه شرط تراکم

 شود:ولین به صورت زیر تعریف میری-برای مواد موونی

(8) 
𝑊(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3) =

𝐶

2
(𝜆1

2 + 𝜆2
2 + 𝜆3

2) 

+
𝐷

2
(𝜆1𝜆2 + 𝜆1𝜆3  + 𝜆2𝜆3), 

های مادی هستند. با فرض اینکه سطوح ثابت 𝐷و  Cکه 

ای بدون تنش است، شرایط داخلی و خارجی قطاع استوانه

𝜎rr(a) به صورت مرزی  = 𝜎rr(b) = خواهیم داشت.  0

برای راحتی محاسبات و بی بعد سازی معادلات از تغییر 

λ متغیر  =
𝑘 𝑟√𝜆𝑧

R
گیری از شود. با انتگرالاستفاده می 

 ( و استفاده از شرایط مرزی مسئله رابطه7معادله تعادل )

 شود:زیر نتیجه می

(9)  

1

𝑘
𝐿𝑛 (

√𝜌2 λa
2
+𝑘 (1−𝜌2)

λa
) +

(1−𝜌2)(𝑘−λa
2
 )

2 λa
2
 (𝜌2 λa

2
+𝑘 (1−𝜌2))

+ 𝑘2−1

𝑘
 𝐿𝑛𝜌 = 0,  

ρکه  =
𝐴

B
𝜆و  

𝑎
=

𝑘 𝑎 √ 𝜆𝑧

𝐴
با مشخص بودن هستند.  

ρ، λ مقادیر
a

 رتوان زاویه تغییبه کمک این رابطه می  𝛼rو 

 .را محاسبه نمود 𝛼d شکل یافته

 معادلات حاکم
شروع ناپایداری است و اغلب با  دهندهنشان هاوچروکنیچ

انجامد. در خمش قطاع خوردگی میپیشرفت آن به چین

 1، ناپایداری نموی(1شکل )ای تغییر شکل یافته استوانه

ای اع استوانهخوردگی در سطح داخلی قطباعث چین

مورد بررسی  2شود. این بحث با معادلات تعادل نمویمی

ا ناپذیر ب[. برای یک ماده الاستیک تراکم23گیرد ]قرار می

 تانسور نومینال بصورت زیر است: W(F)تابع انرژی 

(10) 𝑺 =
𝜕𝑊

𝜕𝐹
− p𝐹−1 

                                                 
1
 Incremental instability 

2 Incremental equilibrium equations 

 پذیرضریب لاگرانژ حاصل از فشار ماده تراکم pکه در آن 

 اندعبارتعادلات تعادل در غیاب نیروهای حجمی است و م

 از:

(11) 𝑑𝑖𝑣𝑺 = 0 

زم ، لااستمرجع  ئتیهدر اینجا عملگر دیورژانس نسبت به 

𝛔به ذکر است رابطه بین تانسور نومینال و کوشی  = 𝐹𝑺 

�̇�است. اگر  = 𝑢 𝐞r + 𝑣 𝐞θ   یک جابجایی کوچکی در

تنش نموی به  ت مرجع باشد در این صورت تانسورئهی

 شکل زیر است:

(12) 𝑆0̇ = 𝑩𝟎�̇� + pḞ − ṗF−1 

𝑩𝟎باشند و می pو  Fنموهایی از  ṗو  �̇�که در آن =
∂2W

∂F∂F 
 

باشد و های الاستیکی میتانسور مرتبه چهارم مدول

𝑑𝑖𝑣(𝑆0̇)معادلات تعادل در فرم نموی  = است. فرض  0

به هیئت جاری  ℬ0 ایی از هیئت مرجعمیدان جابج  Xکنید

ℬt  باشد، در غیاب نیروهای حجمی، معادلات تعادل نموی

 در فرم اویلر به صورت:

(13)  𝑑𝑖𝑣(�̇�) = 0 , 

�̇�که  = 𝑩𝜞 + 𝑝𝜞 − �̇�𝐼،  ،تانسور تنش نموی�̇�  نموی

تانسور گرادیان  𝜞 مدول الاستیک مرتبه اول و 𝑝 ،𝑩از 

 فرم زیر است:جابجایی نموی به 

(14) 𝚪 =
∂�̇�

∂𝐗
=

[
 
 
 
 𝑢𝑟

𝑢𝜃 − 𝑣

𝑟
0

𝑣𝑟

𝑣𝜃 + 𝑢

𝑟
0

0 0 0]
 
 
 
 

 

[ مراجعه کرد. به دلیل 23توان به ]برای جزئیات بیشتر می

 بودن ماده داریم: ریناپذتراکم

 ایجاد چین و چروک در خمش قطاع استوانه -1شکل 
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)15( 𝑡𝑟(𝚪) = 𝑢𝑟 +
1

𝑟
(𝑢 + 𝑣𝜃) = 0. 

 طوح جانبی قطاعبا فرض اینکه هیچ کشش سطحی روی س

 صورتبهای وجود ندارد، شرایط مرزی نموی استوانه

(16) �̇� 𝐧 = 0,            (r = a, b) 

. استنرمال واحد به سمت خارج  بردار n شود که نوشته می

ی مسئله در نظر گرفته شده است دوبعدحالت  کهییازآنجا

ی گذاریجاهستند؛ با  zجایی مستقل از و بردارهای جابه

های تانسورگرادیان ( و مولفه�̇�نسورهای تنش نموی )تا

، خواهیم (13)در معادلات تعادل نموی  (𝚪)جایی جابه

 داشت:

(17) 

�̇�𝑟 = (𝑟�́�1111 + 𝑩1111 +

𝑟�́�1212 − 𝑩2121 −

𝑩1212)
𝑢𝑟

𝑟
+ (𝑟�́�1122 −

𝑩2222)
𝑢

𝒓2 + (𝑟�́�1122 −

𝑩2222 − 𝑩2121)
𝑣𝜃

𝑟2 +

(𝑩2112 − 𝑩1122)
𝑣𝑟𝜃

𝑟
+

(𝑟𝑩1122 −  𝑩2222)
𝑢

𝑟2 +

𝑩2121
𝑢𝜃𝜃

𝑟2 + 𝑩1111𝑢rr ,      

�̇�𝜃 = (𝑟�́�12121 + 𝑩1212)𝑣𝑟 +

(𝑟�́�2112 − 𝑩1111 + 𝑩1122 +

𝑩2222 + 𝑩2112)
𝑢𝜃

r
+ (𝑩1122 +

𝑩2112)𝑢𝑟𝜃 − (𝑟�́�2112 − 𝑩1111 +

𝑩1122 + 𝑩2222 + 𝑩2112)
𝑣

𝑟
+

 𝑩2222
𝑣𝜃𝜃

𝑟
+ 𝑟𝑩1212𝑣rr −

(𝑟�́�2112 − 𝑩1111 + 𝑩1122 + 𝑩2222 +

𝑩2112)
𝑣

𝑟
+  𝑩2222

𝑣𝜃𝜃

𝑟
+ 𝑟𝑩1212𝑣rr,  

rدر  (16)به همین ترتیب، شرایط مرزی  = a, b  به صورت

 شوند:زیر تبدیل می

(18) 
(𝑩1111 + 𝑝)𝑢𝑟 + 𝑩1122

𝑣𝜃 + 𝑢

r
+ 𝑝𝑢𝑟 − �̇� = 0, 

𝑩1212𝑣𝑟 + (𝑩2112 + 𝑝)
𝑢𝜃 − 𝑣

r
= 0 . 

 نسبت به ریپذکیهای تفککه به دنبال جواباین به باتوجه

r  و  𝜃   در نظر  جایی بدین صورتهستیم، توابع جابه

 شود:گرفته می

(19) 
𝑢 = 𝐹(𝑟)𝐶𝑜𝑠(𝑚𝜃),      
𝑣 = 𝐺(𝑟)𝑆𝑖𝑛(𝑚𝜃),        
�̇� = 𝐾(𝑟)𝐶𝑜𝑠(𝑚𝜃), 

𝑚که  =
𝑛 𝜋

𝛼𝑑
عدد مد محیطی )عددی  𝑛عددی حقیقی و  

های خوردگیاست، عدد مد محیطی تعداد چین صحیح(

ای را نشان ایجاد شده در سطح داخلی قطاع استوانه

های الاستیکی و مدول (19)دهد. با جایگذاری توابع می

ف توابع و حذ (17)ریولین در معادلات تعادل -ماده موونی

𝐺(𝑟)  و𝐾(𝑟) معادله )15(ناپذیری به کمک شرط تراکم ،

 گردد:دیفرانسیل مرتبه چهاری به صورت زیر حاصل می

(20) 

– (𝜆3 − 𝑘𝜆)4𝐹(4)(𝜆) − 2𝜆3(𝑘 −
7𝜆2)(𝑘 − 𝜆2)3𝐹′′′(𝜆) + 𝜆2(𝑘 −

𝜆2)2 (22𝜆2 − 51𝜆4 + 𝑘2(3 +

𝑚2(1 + 𝜆4)))𝐹′′(𝜆) + 𝜆(𝜆2 −

𝑘) (39𝑘𝜆4 − 45𝜆6 + 𝑘3(3 +

𝑚2(1 − 3𝜆4)) + 𝑘2𝜆2(𝑚2(1 +

5𝜆4) − 1)) 𝐹′(𝜆) − 𝑘3(𝑚2 −

1)(𝑘(3 + 𝑚2𝜆4) − 4𝜆2)𝐹(𝜆) =
0.  

λدر  )15(به همین ترتیب شرایط مرزی  = 𝜆a, λb  به

 شوند:صورت زیر تبدیل می

(21) 

𝑘2(𝑚2 − 1)𝐹(λ) + λ(𝑘2 − 4𝑘𝜆2 +

3𝜆4)𝐹′(𝜆) −  𝜆(𝜆2 − 𝑘)𝐹′′(𝜆) = 0,  

𝑘2(𝑚2 − 1)(𝑘 − 2𝜆2)𝐹(λ) + 𝜆(𝑘 −

𝜆2) (7𝑘𝜆2 − 9𝜆4 + 𝑘2(1 +

𝑚2(2 + 𝜆4)))𝐹′(𝜆) + (7𝜆2 −

2𝑘)(𝑘λ − λ
3
)2𝐹′′(𝜆) − (𝑘𝜆 −

𝜆3)3𝐹′′′(𝜆) = 0.  

( و شرایط 20در محاسبه معادله دیفرانسیل مرتبه چهار )

λ(، از تغییر متغیر 21مرزی ) =
𝑘 𝑟√𝜆𝑧

R
استفاده شده است  

 𝐷و  Cهای مادی شود، ثابتطور که مشاهده میو همان

اند. در بخش بعد، مقادیر ویژه این مسئله مقدار ذف شدهح

 د.آینویژه به کمک روش مجانبی دبلیوکیبی بدست می

 اعمال روش مجانبی دبلیوکیبی

ی بزرگ مانند هاشکلی اجسام تحت تغییر سازمدلدر 

خارجی و داخلی، مسائل مقدار  فشار تحتاستوانه و کره 

له دیفرانسیل مرتبه که شامل معاد شودیمی حاصل اژهیو

چهار یا دستگاهی از معادلات دیفرانسیل با شرایط مرزی 

یمخواهند بود. برای حل این نوع از مسائل مقدار ویژه 

 ( کهبریلویین، کرامر، ونتزل) از روش دبلیوکیبی میتوان



 213                                                                                                                         پور            پور و سنجرانیهادی

 (217-209، )1401 زمستان، 71، شماره بیستمسال مهندسی                                                                  مجله مدل سازی در 

 [24]ی شده است گذارهیپابر اساس تحلیل مجانبی 

 صورتبهه را استفاده کنیم. در این روش فرم جواب مسئل

 :میریگیمزیر در نظر 

(22) 

𝐹(λ) = (𝐹0(λ) +
1

𝑛
𝐹1(λ) +

             
1

𝑛2 𝐹2(λ) +
1

𝑛3 𝐹3(λ) +

                     … ) exp (𝑛 ∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥
𝜆

𝜆a
),  

در و مجهول هستند  𝑆(λ)ها و  𝐹𝑖(λ)که در آن توابع 

در  (22)گردند. بدین صورت که بسط ادامه کار تعیین می

( جایگذاری کرده و بعد 20معادله دیفرانسیل مرتبه چهار )

، معادلاتی 𝑛هایی از از مرتب کردن بر حسب توان

آید. از ضریب مرتبه ها به دست می 𝐹𝑖(λ)و   𝑆(λ)برای

آید که چهار ، معادله مرتبه چهاری بدست می𝑛پیشرو 

 شود:نتیجه می 𝑆(λ)جواب مستقل برای 

(23) 

𝑆(1)(λ) =
𝜋

λ(𝛼𝑑−𝛼𝑟λ
2
)
 , 

𝑆(2)(λ) =
𝜋

λ(𝛼𝑑−𝛼𝑟λ
2
)
 , 

𝑆(3)(λ) =
𝜋λ

(𝛼𝑑−𝛼𝑟λ
2
)
 , 

𝑆(4)(λ) =
−𝜋λ

(𝛼𝑑−𝛼𝑟λ
2
)
 . 

، 𝑛ضریب مرتبه بعدی  قراردادنحال با مساوی صفر 

حاصل  𝐹0(λ)معادلات دیفرانسیل مرتبه اولی برای 

 سازی این معادلات داریم:گردد که با حل و سادهمی

(24) 

𝐹0
(1)(λ) = 𝐹0

(2)(λ) =
λ

√1 − λ
4
 , 

𝐹0
(3)(λ) = 𝐹0

(4)(λ) =
1

√1 − λ
4
  , 

 بیترت نی( هستند. به هم23ها متناظر با )جواب سیبالانو

. به دیآیبه دست م 𝐹𝑖(λ) گری، توابع د𝑛 یاز مرتبه بعد

 نجایها در ابودن معادلات از آوردن آن یطولان لیدل

آمده، جواب دستبه جیبه نتانظر شده است. باتوجهصرف

 :یعموم

(25) 𝐹(λ) = ∑𝐶𝑖𝐹
(𝑖)(λ)𝐸(𝑖)(λ),

4

𝑖=1

 

 ها ضرایب دلخواه هستند و 𝐶𝑖که شود در نظر گرفته می

 (26) 

𝐹(𝑖)(λ) = 𝐹0
(1)(λ) +

𝐹1
(𝑖)(λ)

n
    +

𝐹2
(𝑖)(λ)

n2 + ⋯,   

𝐸(𝑖)(λ) = exp (𝑛 ∫ 𝑆(𝑖)(𝑥)𝑑𝑥
𝜆

𝜆a
).  

( 21مرزی )( در شرایط 25ی جواب عمومی )گذاریجابا 

∑ صورتبهمعادله ماتریسی  𝑌𝑖𝑗𝐶𝑗 = 04
𝑗=1  نتیجه

شود. این معادله ماتریسی در صورتی جواب غیربدیهی می

دارد که دترمینان ضرایب آن صفر گردد، یعنی 

det (𝑌𝑖𝑗) = ، این همان شرط خمش است. به کمک نرم 0

داد.  بسط توان به راحتیافزار متمتیکا این دترمینان را می

برای   𝐸(𝑖)(λ)𝐸(𝑗)(λ)  این بسط شامل جملات نمایی 

𝑖, 𝑗 = ای دیواره باشند. برای قطاع استوانهمی 1,2,3,4

بطور نمایی  𝐸(3)(λb)و  𝐸(1)(λb)ضخیم جملات نمایی 

بطور نمایی  𝐸(4)(λb)و  𝐸(2)(λb)بزرگ و جملات نمایی 

، بنابراین بسط دترمینان را به صورت زیر کوچک هستند

 توان بازنویسی نمود:می

(27) 

det(𝑌𝑖𝑗)

𝐸(1)(λb)𝐸
(3)(λb)

= 

 

          − |
𝛽(1)(λb) 𝛽(3)(λb)

𝛾(1)(λb) 𝛾(3)(λb)
| 

 

             |
𝛽(2)(𝜆a) 𝛽(4)(𝜆a)

𝛾(2)(𝜆a) 𝛾(4)(𝜆a)
|             

  

با تقریب و حذف مقادیر به طور نمایی کوچک سمت راست، 

 یابد:زیر کاهش می صورتبهمعادله ماتریسی 

(28) |
𝛽(2)(𝜆a) 𝛽(4)(𝜆a)

𝛾(2)(𝜆a) 𝛾(4)(𝜆a)
| = 0 

زار متمتیکا اف( با استفاده از نرم28با بسط دترمینان )

 خواهیم داشت:

 

π(1−4𝜆a
2+2𝜆a

4+𝜆a
8)

𝛼𝑟
5 +

1

𝑛
 
𝜋4(𝛼𝑑−𝛼𝑟 λ

2
)(1+2𝜆a

2−2𝜆a
4+2𝜆a

6+𝜆a
8)

𝛼𝑟
5 +

 … = 0  ,  
  (29) 

 در جملاتی از  𝜆a و با بسط
1

𝑛
( 29)و جایگذاری در معادله  

 آید:بدست می 𝜆aمقدار ویژه 
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𝜆a = 0.543689 +
0.59155 𝛼𝑑− 0.047046 𝛼𝑟

n
+

−0.600629 𝛼𝑑
2+0.292771 𝛼𝑑 𝛼𝑟−0.005368 𝛼𝑟

2

n2 +

⋯,    
  (30) 

هفت جمله از بسط مقدار ویژه محاسبه شده است که 

 نظرصرفن آن در اینجا طولانی شدن روابط از آورد خاطربه

دهد که مقدار ویژه ( نشان می30شده است. بسط مجانبی )

𝜆a  به،𝑛 𝛼𝑟  و𝛼𝑑 ( 30وابسته است. با قرار دادن بسط )

 𝑛 𝛼𝑟،به آید که بدست می 𝛼𝑑بسطی برای  (9)در رابطه 

 بستگی دارد. 𝜌و 

 تحلیل عددی
حالت اول اینکه  میریگیمو حالت خاص را در نظر ابتدا د

اگر قطاع استوانه در حالت مرجع بسیار نازک باشد، در این 

ρصورت  =
𝐴

B
(، 9کند و با توجه به رابطه )به یک میل می  

𝜆a گیرد و در حالت دوم اگر قطاع استوانه مقدار یک را می

فته و این مقداری نزدیک به صفر گر  ρ  بسیار ضخیم باشد،

مقدار تقریبی زیر  𝜆aبرای  (9)شود که در رابطه باعث می

 به دست آید:

(31)  𝜆a ≅ √
𝑘

𝑤0(𝑒𝜌2(1−𝑘2))
    

شاخه اصلی تابع حقیقی مقدار دبلیو لامبرت  𝑤0که در آن 

ز به نی 𝜆aبه صفر،  ρدهد با میل کردن است و نشان می

کند. اگر هیچ یک از دو حالت قبل نباشد، صفر میل می

را مورد بحث قرار   نتایج به دست آمده از روش دبلیوکیبی

دهیم، برای مقایسه بهتر از روش عددی کامپوند ماتریس می

 ایم.کمک گرفته

برای 𝜌 نسبت به  𝜆𝑎های مقادیر ویژه منحنی (3در )شکل

n =  های رسم شده است. منحنی 𝛼𝑟و دو مقدار  20

( با تعداد 30، نتایج مجانبی بسط )WKBچین نقطه

نتایج روش عددی CMM جملات متفاوت و منحنی 

( 3باشند. نتایج مجانبی و عددی )شکلکامپوند ماتریس می

( بیشتر 30اد جملات بسط )دهند که هرچه تعدنشان می

 باشد، نتایج روش دبلیوکیبی همگرایی بهتری دارند.

 𝛼𝑑و 𝜆a تغییرات  (6شکل ( و )5شکل (، )4شکل در )

𝛼𝑟های ، برای زاویهρنسبت به  =
𝜋

6
,
𝜋

4
,
𝜋

2
های مختلف 𝑛و  

باشد، های لبه داخلی میکه مشخصه تعداد چین خوردگی

 𝜆aدهند که مقدار ویژه ها نشان میرسم شده است. منحنی

کند که به کمک میل می 544/0های بزرگ به مقدار𝑛برای 

 شود.( به راحتی نتیجه می30مجانبی ) بسط

 

 
𝛼𝑟و  n=20برای  ρ نسبت به 𝜆a تغییرات  -3شکل  =

𝜋

6
,
𝜋

4
 

در بازه  ρبه ازای   𝛼𝑑و 𝜆a  تغییرات (4شکل در )

کمتر  𝛼𝑑( رسم شده است، چون در این بازه 76253/0،0)

کند، زاویه میل می 76253/0به عدد  ρ باشد، وقتی می πاز 

𝛼𝑑  کند. به این ترتیب قطاع یدرجه میل م 180به مقدار

(، به استوانه کاملی 76253/0, 1در بازه )ρ ای با استوانه

خوردگی در سطح داخلی آن شود که هیچ چینتبدیل می

( 6شکل و ) (5وجود ندارد. به همین ترتیب در )شکل 

 هایبه ترتیب در بازه ρبه ازای   𝛼𝑑و  𝜆a تغییرات 

اند. با مقایسه ( رسم شده30903/0،0( و )645149/0،0)

توان نتیجه گرفت که ( می6شکل ( و )5شکل (، )4شکل )

های بزرگ روند nبرای   ρنسبت به 𝜆aنمودار تغییرات 

ها صعودی هستند اما حنیدهد، همه منیکسانی را نشان می

𝛼𝑟های کوچک این هماهنگی وجود ندارد.  برای nبرای  =
𝜋

6
-روند صعودی  ρنسبت به 𝜆aهای کوچک، تغییراتnو  

𝛼𝑟نزولی دارد اما برای =
𝜋

2
های کوچک، روند نزولی nو   

 گردد. مشاهده می
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𝛼𝑟برای   ρنسبت به  𝛼𝑑و𝜆a تغییرات  -4شکل  =
𝜋

6
 های مختلف 𝑛 و  

 

 

𝛼𝑟رای ب  ρنسبت به  𝛼𝑑و𝜆a تغییرات  -5شکل  =
𝜋

4
 های مختلف  𝑛و  
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𝑎𝑟ی برا ρنسبت به  𝑎𝑑و  λ𝑎 راتییتغ -6شکل  =

𝜋

2
 مختلف یها nو  

 

 یریگجهینت

 ،کیابر الاستای باز در این تحقیق خمش قطاع استوانه

ریولین به -از جنس ماده موونی ریناپذتراکمهمسانگرد و 

ز روش مجانبی دبلیوکیبی یک استوانه کامل با استفاده ا

دهند نتایج مجانبی نشان می قرار گرفته است. مطالعه مورد

افزایش  𝛼𝑑، مقدار 𝜌ای که با کاهش ضخامت قطاع استوانه

، ρنسبت به 𝜆a یابد. همچنین تغییرات کشش محیطی می

روندی نزولی و وقتی  ها کم استخوردگیوقتی تعداد چین

 ای زیاد است روندی صعودی دارد. هخوردگیتعداد چین

 𝛼𝑑و  𝜆𝑎 تغییرات دهند که براین نتایج نشان می علاوه

های مختلف معتبر هستند. با توجه به در بازه 𝜌نسبت به 

مستقل از زاویه  𝜆𝑎جمله اول روش مجانبی دبلیوکیبی، 

باشد و با افزایش تعداد چین ای میاولیه قطاع استوانه

کند و هرچه زاویه اولیه ها به مقدار ثابتی میل مییخوردگ

کمتر  ρبیشتر باشد، دامنه تغییرات  𝛼𝑟ای قطاع استوانه

شود. همچنین روش مجانبی دبلیوکیبی از دقت خوبی می

برخوردار است به شرط اینکه تعداد جملات بیشتری از بسط 

بزرگ باشد. 𝑛مجانبی دبلیوکیبی درنظر گرفته شود و 
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