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Two new higher order version of WENO schemes are introduces and problems 

are solved to investigate problems containing shocks and disturbances in 

compressible flow. The solver is capable of solving conservation laws using 

WENO scheme of up to 7th order. The scheme is a recently developed version 

of the WENO-η-z method with a modified Global Smoothness Indicator (GSI) 

of 12th order of accuracy, aimed to decrease numerical dissipation over critical 

points. The code is primarily investigated trough solving several 1D and 2D 

problems, including the Sod’s shock tub, Lax’s problem, the Shu-Osher 

problem, which some are presented here as verification. The 2-D shock-bobble 

interaction and Richtmyer-Meshkov instability are solved as problems 

including shocks and disturbances, in which proposed methods are compared 

with both original WENO- η-z and two similarly modified methodes from 

recent literature. In these problems, the introduced scheme shows lower 

dissipation in comparison with the original versions, while having more 

acceptable stability and symmetry against other modifien versions. 
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 ی مرتبه بالای شاک و اغتشاشات جریان تراکم پذیر با روش عددی ونوازسمدل 
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 چکیده  اطلاعات مقاله
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 01/12/1401  بازنگری مقاله:

 24/12/1401پذیرش مقاله:  

 
- شاک و شاک-ی نوسانات ناشی از تداخل شاک آشکارساز روش عددی مرتبه بالای ونو در  

ی جدید  ی روش عددی مورد بررسی قرار گرفته است. دو نسخهساز نهیبهاغتشاش با رویکرد  

از  ها پیش سازی تابع همواری توسعه یافته است. این روشزی با رویکرد بهینه-از روش ونو اتا

بنیا مسائل  در  حلگر  این  یافته که  توسعه  عددی  است. کد  گرفته  قرار  تحلیل  مورد  دی 

اویلر  مرتبه معادلات  آزمون   2و    1بالای  مورد  است  است،  بعدی  واقع شده  بسیاری  های 

انواع لوله شاک یک و   و    اشر، و مسائل تداخل شاک- لکس، شو  مسئلهی،  بعد دوازجمله 

سنجی صحت   عنوانبهبعدی،   های یک و دواغتشاش. در مقاله حاضر نتایج تعدادی از آزمون 

کد در این مقاله ارائه شده و همچنین بخشی از توسعه کد عددی مرتبه بالا، شامل حل  

-مشکف ارائه گردیده است. پاسخ مسأله شاک-حباب و ریشمیر-های تداخل شاکمسئله

یافته در مقایسه با روش  های خانواده توسعه عددی کمتر روش   ی اتلافدهندهنشان حباب  

رود. در مسأله های پیشین به شمار میی پژوهش زی است که تایید کننده -مشابه ونو اتا

مشکف توانمندی کد عددی در برخورد با گسستگی چگالی محک زده شده است  -ریشمیر

دهد  مشابه همین خانواده نشان می   و کد پایداری و تقارن مناسبی را در مقایسه با دو روش

 دهد.ی بهینه در مسائل کاربردی را افزایش می که امکان استفاده 

 واژگان كلیدی: 

 ،روش عددی مرتبه بالا

 جریان مافوق صوت، 

 اغتشاش، 

 اتلاف عددی، 

 تابع همواری. 

 

 

 1مقدمه -1
جریانسازه یشب عددی  دینامیک  ی  روش  به  سیال  های 

پدیده  شناخت  در  مهمی  نقش  محاسباتی  های  سیالات 

جریانی و پیشبرد اهداف مختلف مهندسی، اعم از طراحی  

بهینه آشکارسازیو  است.  داشته  اغتشاشات    سازی  دقیق 

جریان در مسائل بسیاری دارای اهمیت کاربردی است که 

باشد. در  های عددی مرتبه بالا مینیازمند استفاده از روش

  یگرداب یساز هیشبهای آشفته به روش سازی جریانشبیه

و  1]2  بزرگ از 2]  3میمستق  ی عدد  یساز  هیشب[  یکی   ]

سازی،  بیهالزامات جهت تضمین کیفیت نتایج حاصل از ش

سازی معادلات حاکم  کاهش خطای عددی ناشی از گسسته 

 

 mdmanshadi@alum.sharif.edu   مسئول  سنده ینو  کی* پست الکترون 1

 .اشتر اصفهان، اصفهاندانشگاه مالک ،یدکتر یدانشجو. 1 

  .اشتر اصفهان، اصفهان استاد، دانشگاه مالک .2

 شهرضا، دانشگاه اصفهان، اصفهان  یمرکز آموزش عال ار،یاستاد .3

نقش   عددی  مرتبه دقت روش  که در  است. مورد دیگری 

می  ایفا  را  شبیهمهمی  جریانکند،  در  شاک  های  سازی 

روشتراکم است.  بالا  ماخ  عدد  با  مرسوم پذیر  های 

نگر و ...( از های تفاضل مرکزی، جریانسازی )روشگسسته 

پ  ازمرتبه  کمتر  )مرتبه  برای  3ایین  را  لازم  دقت  معمولاً   )

شبیه در  پدیدهسازیاستفاده  دقیق  که  های  جریانی  های 

ها هستند، دارا نیازمند آشکارسازی اغتشاشات و ناپایداری

ها نیاز  دلخواه با این روش  دقتبه[. برای رسیدن  3نیستند ]

است.  به تراکم شبکه بسیار بالاتر از توان محاسباتی موجود

های عددی  های سنتی، روشرفع این کاستی روش  منظوربه

یافته توسعه  توسعه   گوناگونی  حال  در  نیز  همچنان  و 

 

2 Large Eddy Simulation (LES) 
3 Direct Numerical Simulation (DNS) 



 265                                                                                                                  و باقری اسفه دهقان منشادی،  آبادیصالح

 1402، تابستان    73شماره    کم،یو    ستیسال ب                                                             یدر مهندس  یمجله مدل ساز

عددی از    هایروش [4-7]  1های ونو هستند، ازجمله روش 

دید نوع خطا دارای دو نوع خطای اتلاف و پخش هستند  

[. خطاهای از نوع اتلاف از عبارات مرتبه زوج مشتق در  8]

می ناشی  روشخطا  دلیل  این  به  مرتبه شوند.  دارای  های 

دقت فرد که دارای عبارات مشتق زوج در تابع خطا هستند،  

اتلاف  بیشتر دارای خطای اتلاف عددی هستند. اثر خطای  

در میدان حل عددی، کاهش دامنه نوسانات است، به همین  

ناپیوستگی روی  بر  افزایش  علت  را  ضخامت  )شاک(  ها 

پایداری حل به دلیل سرکوب  خواهد داد و از سوی دیگر 

شدن نوسانات احتمالی پاسخ در نزدیکی ناپیوستگی بیشتر 

خواهد بود. افزایش مرتبه دقت به معنی کاهش بیشتر خطا  

تراکم  با   استافزایش  روش  شبکه  های  )مرتبه همگرایی(. 

های دارای ( معمولاً بر روی شبکه3عادی )از مرتبه کمتر از  

داد.   خواهند  دست  به  بهتری  بازدهی  کمتر  سلول  تراکم 

شبیه   کهیهنگام  افزایش  در  دنبال  به  سیال  جریان  سازی 

های جریانی باشیم، افزایش مرتبه سطح آشکارسازی پدیده

روش عددی باعث افزایش راندمان محاسبات خواهد  دقت  

پدیده  کهی طوربهشد،   آشکارسازی  شبکههزینه  با  ی ها 

مرتبهدرشت  عددی  روش  و  هزینه  تر  از  کمتر  بسیار  بالا 

[.  9بود ]  شبکه خواهدمحاسباتی آَشکارسازی با ایجاد تراکم  

بر   سلول  تراکم  و  عددی  روش  دقت  مرتبه  افزایش  اثر 

ارائه    1شماتیک در نمودار شکل  طوربه بات  ی محاسهزینه

شبیه  در  دلیل  همین  به  است.  به  سازیشده  مربوط  های 

بالا  و جریان آشفته، استفاده از روش عددی مرتبه  کیآکوست

 رواج دارد. 

 
مقایسه اثر مرتبه همگرایی بر دقت )کاهش خطا  بر    -1شکل  

 [ 9اساس هزینه(]

 
1 WENO 
2 Diffusion 
3 Essentially Non Oscilatory (ENO) 

تراکمجریان دارای های  معمولاً  بالا،  ماخ  گستره  در  پذیر 

بسیار  پدیده شاک  ضخامت  که  هستند  قدرتمند  شاک  ی 

است   ماخ    [10]اندک  )افزایش  شاک  قدرت  افزایش  با  و 

در   و  یافت  از شاک( ضخامت کاهش خواهد  پیش  جریان 

ناپیوستگی به شمار می های عددی دارای رود. روشعمل 

ف شاک نوسانات غیر فیزیکی ایجاد  خطای پخش در اطرا

که   مسائلی  در  فیزیکی  غیر  نوسانات  وجود  کرد.  خواهند 

[ و  11دارای اهمیت است، همانند پاشش ]  2ی پخش پدیده

[ آلودگی  می12گسترش  نتایج  [،  از   آمدهدستبهتواند 

تحت تأثیر قرار دهد. نوسانات  خطای    شدتبهی را  سازمدل

به   را  آن  و  داد  خواهد  افزایش  را  شاک  ضخامت  اتلاف 

پیوستگی تبدیل خواهد کرد و به این دلیل پاسخ دارای خطا 

ناپایداری همچنین  بود.  اتلاف خواهد  اثر  در  جریان  های 

  3نوسانهای ذاتاً بدونروش عددی محو خواهند شد. روش

خطای اتلاف اندک، در اطراف ناپیوستگی  علاوه بر دارا بودن  

غیر نمینوسان  ایجاد  این  فیزیکی  به  افزودن وزن  با  کنند. 

مشتقروش یکها،  جریانگیری  خواهد    4نگرسویه  ممکن 

روش از  یکی  ونو  روش  شاکشد.  در  پرکاربرد  گیری  های 

در دو دهه    [.13است که بر این اساس توسعه یافته است ]

 گیری های شاکروشبهبود    یبرا  یادیز  یهاگذشته، تلاش

اصلاح   گرفتونو  با  استصورت  انو    [.15و14]ه  روش 

گیرد، در حالی که  را به کار می  5هموارترین زیر استنسیل 

استفاده    استنسیل ها از همه    ی وزن  ب یاز ترک  ونوطرح    که

 ش یرا افزا  یینها  بیتقرمرتبه دقت    بیترت  نیابه  کند و    یم

هموارن[.  16-18]دهد  یم از   یبیترک  6سراسری   یشانگر 

فرعی های  بهین  است  استنسیل  با  افزایش   هکه  و  سازی 

افزایش    یدر نقاط بحران  روش عددی  نشانگر دقتاین    مرتبه

 [. 21-19]می یابد 

نوآوری  از  تابع  یکی  یک  به  دستیابی  حاضر،  پژوهش  های 

حفظ   بر  علاوه  که  است  همواری  سراسری  نشانگر  جدید 

بحرانی(  مرتب )نقاط  نسبی  اکسترمم  نقاط  در  همگرایی،  ه 

اعمال   کمتری  عددی  استخطای  مرتبه همگرایی  کرده   .

های بهینه مشابه، در  ، در مقایسه با روشآمده دست بهروش  

مشخص بهتر است. در حل مسائل    طوربههای متراکم  شبکه

روش   که  است  شده  مشخص  خطای    آمدهدست بهپایه 

نشانگر همواری بهینه نی داشته است. کمتری در نقاط بحرا

4 Upwind 
5 Stencil 
6 Global Smoothness Indicator(GSI) 
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بدست آمده در  این پژوهش در مسائل دو بعدی حل شده  

با روش عددی جدید قابل تشخیص است. هر روش عددی  

تواند مورد آزمون قرار بگیرد و با تعداد نامتناهی مسأله می

هایی از توانمندی روش را اثبات خواهد کرد.  هر مسأله جنبه 

به   ابتدا  توسعه  رمنظودر  عددی  کد  دقت  یافته،  نمایش 

ارائه شده است که    1عنوان بنچمارکتعدادی مسائل رایج به

با مقالات پیشین مشترک است. در ادامه دو مسأله تداخل  

مشکف با کد عددی مورد استفاده  -حباب و ریشتمیر-شاک

با   مقایسه  در  آمده  دست  به  پاسخ  دقت  و  گردیده  حل 

نوآوری اصلی در مقایسه   است.های مشابه تحلیل شده  روش

زی با -استخراج دو نسخه از روش ونوهای پیشین  با مقاله

مبنای   بر  جدید  بالای  مرتبه  همواری  نشانگر  دو  توسعه 

، حل مسائل دو بعدی  افزایش مرتبه دقت در نقاط اکسترمم

های توسعه یافته، مقایسه کمی میان راندمان  جدید با روش

روش  دواین  کد  توسعه  و  مسائل   ها  منظور حل  به  بعدی 

 اغتشاش است. -شاک

 روش عددی -2
مرتبه    کاررفتهبهروش   از  ونو  روش  عددی،  کد    7در 

در   از  رابطه  ( 2)شکل    فلوچارتاست.  برخی  تکاملی  ی 

در ارتباط با همدیگر ترسیم شده است که از   های ونوروش

مرور گسترده پیشینه پژوهش به دست آمده است. روش انو  

ترین آن را های مختلف شار عددی، مسطحاز میان تخمین

به مرتبه دقت  انتخاب می استنسیل    3کند که   5بر روی 

با  انقطه  ونو،  روش  جامع  حالت  در  انجامید.  خواهد  ی 

شار عددی، مرتبه دقت در نقاط مسطح    میانگین وزنی از سه

ای(. نقطه  5بر روی استنسیل    5افزایش خواهد یافت )مرتبه  

𝛼𝑘های روش ونو ضرایب  در تعریف وزن
𝑟    از روش میانیابی

شوند که در مناطق مسطح مرتبه ای استخراج میبه گونه

از این    افتهیبهبوددقت را حفظ کنند. در این مقاله دو نسخه  

با   نقاط  روش،  در  عددی  اتلاف  کاهش  گرفتن  نظر  در 

بعدی  اکسترمم ارائه شده است. روش جدید در مسائل یک

تا  دوبعدو   است  گرفته  قرار  آزمون  مورد  در  کارای  آن  یی 

ی تداخل شاک و اغتشاش  ی مسائل دارای پدیدهسازه یشب

همزمان   وجود  پدیده،  این  انتخاب  دلیل  شود.  مشخص 

سترمم است که در اغتشاش  ناپیوستگی )شاک( و نقاط اک

 شود.  مشاهده می

 
 های ونو و جایگاه نوآوری روش حاضر نمودار انواع روش   -2شکل  

 

نرم از  استفاده  با    2افزار  میپلبهینه سازی کد عددی 

است.  استخراج گردیده  بهینه  توابع همواری  و  انجام شده 

توسعه مختلف  نویسی  برنامه  زبان  دو  در  و  معادلات  یافته 

 3افزار متلبمورد آزمون واقع شده اند. معادلات خطی در نرم

 
1 Benchmark 
2 Maple 

حجم   به  توجه  با  اویلر  معادلات  حل  برای  اند.  شده  حل 

برنامه زبان  از  فرترنمحاسبات،  راندم   4نویسی  ان  که 

می اختیار  در  را  مناسبی  شده  محاسباتی  استفاده  گذارد 

 است.

3 MATLAB 
4 Fortran 
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 ی روش ونوبندفرمول  -2-1

معادلهبندفرمولارائه    منظوربه ونو،  روش  فرم  ی  بقا در  ی 

 گیریم: ( را در نظر می1رابطه )

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓(𝑢)

𝜕𝑥
= 0 (1) 

ابعاد مکان و    xو    t( متغیرهای  1ی )در معادله به ترتیب 

تابع شار    fپارامتر تابع مکان و زمان است و    uزمان هستند.  

توان معادله  می 𝑖ی  نام دارد. با در نظر گرفتن تابع در نقطه

 ((.2گسسته نوشت )رابطه )را به فرم نیمه

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
)

𝑖
= −𝑓𝑖

′, (2) 

𝑓𝑖(،  2ی )در معادله
از مشتق مکانی    ′ در     𝑓یک تخمین 

ی تخمین این مشتق  است. در این مقاله نحوه   𝑥𝑖ی  نقطه

 است.   موردتوجه  ونومکانی به روش 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
)

𝑖
= −

1

𝛥𝑥
(ℎ

𝑖+
1

2

− ℎ
𝑖−

1

2

), (3) 

ℎکه در آن  
𝑖±

1

2

= ℎ(𝑥
𝑖±

1

2

ی  بندفرمولشود.  تعریف می  (

 ( است:4خطی تابع به شکل رابطه )

𝑓
𝑖+

1

2

𝐿 = ∑ 𝑎𝑘
2𝑟−1𝑓𝑖+𝑘

𝑟−1

𝑘=−𝑟+1

, (4) 

𝑎𝑘( ضرایب  4در رابطه )
2𝑟−1    ثابت هستند و بالانویس𝐿  

محاسبه  در  است.  استنسیل  جهت  فوق،  نشانگر  تابع  ی 

شکل -زیر  𝑟شامل     𝑆(2𝑟−1)استنسیل    به  استنسیل 

𝑆𝑘
𝑟 = {𝑥𝑖+𝑘−𝑟+1, . . . , 𝑥𝑖+𝑘}  می که  توان است، 

( را بر این اساس به شکل ترکیبی از تابع شار 5ی )معادله

 استنسیل نوشت: -در هر زیر

𝑓
𝑖+

1

2

𝐿 = ∑ 𝑑𝑘
𝑟𝑓

𝑘,𝑖+
1

2

𝑟

𝑟−1

𝑘=0

, (5)    

�̂�𝑘که در آن ضرایب  
𝑟  های خطی هستند که در مورد  وزن

∑ی  ها رابطهآن 𝑑𝑘
𝑟𝑟−1

𝑘=0 = از    ونوبرقرار است. تخمین    1

غیرخطی   ترکیب  𝑓یک 
𝑘,𝑖+

1

2

𝑟  زیر تمام  ها  استنسیل-برای 

 کند. استفاده می

𝑓
𝑖+

1

2

𝐿 = ∑ 𝜔𝑘
𝑟 𝑓

𝑘,𝑖+
1

2

𝑟

𝑟−1

𝑘=0

, (6 ) 

𝜔𝑘ضرایب  
𝑟  های غیرخطی نرمال شده  ( وزن6ی )در معادله

زیر هر  محاسبه  -برای  شکل  این  به  که  هستند  استنسیل 

 شوند: می

𝜔𝑘
𝑟 =

𝛼𝑘
𝑟

∑ 𝛼𝑙
𝑟𝑟−1

𝑙=0

, (7) 

آن ضرایب   در  𝛼𝑘که 
𝑟  زیروزن هر  )نرمال   استنسیل-های 

معادله از  هستند.  )نشده(  می7ی  گرفت (  نتیجه  توان 

∑ 𝜔𝑘
𝑟𝑟−1

𝑘=0 = 𝜔𝑘های  . وزن1
𝑟  شوند  به نحوی طراحی می

𝜔𝑘که در نواحی هموار  
𝑟 → 𝑑𝑘

𝑟    ی بندفرمولمیل کند. یک

 [ به این شکل است: 9برای به دست آوردن این ضرایب ]

𝛼𝑘
𝑟 =

𝑑𝑘
𝑟

(𝜀 + 𝐼𝑆𝑘
𝑟)𝑝

,  (8 ) 

هستند    𝑂(𝛥𝑥12)ی  نشانگرهای همواری جدید از مرتبه 

( به کار گرفته شده است. هردو 10( و )9)و مطابق با رابطه  

دو   تفاضلهستند، که از مجموع و    12عبارت از مرتبه دقت  

 اند. تشکیل شده 12تابع بهینه مرتبه 

𝜏𝑚𝑠3 = (𝜓0,1
4 + 3𝜓1,1

4 − 3𝜓2,1
4

− 𝜓3,1
4 )

2

+ (𝜓0,3
4 − 3𝜓1,3

4

+ 3𝜓2,3
4 − 𝜓3,3

4 )
2

= 𝑂(𝛥𝑥12) . 

 (9 ) 

𝜏𝑚𝑠4 = (𝜓0,1
4 + 3𝜓1,1

4 − 3𝜓2,1
4

− 𝜓3,1
4 )

2

− (𝜓0,3
4 − 3𝜓1,3

4

+ 3𝜓2,3
4 − 𝜓3,3

4 )
2

= 𝑂(𝛥𝑥12) . 

 (10) 

تابع   استخراج  به  منجر  محاسبات  از  بیشتری  جزئیات 

ی است. و در این مقاله دسترسقابل[  13همواری در مرجع ]

با استفاده از مجموع مربعات توابع بهینه، یک نشانگر جدید  

واضح دقت عددی را  طوربهاستفاده شده است. این ترکیب 

ر داد.  خواهد  نسبت  افزایش  ونو  روش  عددی    دقتبه فتار 

بینی نیست و ممکن است افزایش دقت کاهش یا  قابل پیش

سازی که افزایش اتلاف عددی شود. با توجه به هدف بهینه

در   عددی  روش  دقت  افزایش  باعث  همواری  نشانگر  این 

ی شاک و اغتشاش شود، باید مسائل پایه  مسائل دربرگیرنده

اغتشاش -سازی شاکر شبیهکه بیانگر رفتار روش عددی د

از موارد دارای  قرار بگیرند. یکی دیگر  شوند مورد بررسی 

بهینه عددی  روش  در  همگرایی  اهمیت  نرخ  شده،  سازی 

سرعت   معنی  به  همگرایی  نرخ  است.  شدن    کینزدروش 

پاسخ عددی به پاسخ دقیق معادلات اولیه با کوچک کردن  
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بودن روش    فهصربهی  دهندهتفاضل است، که در عمل نشان

گیری روش -های بسیار متراکم است. توانایی شاک در شبکه

ی شاک مورد آزمایش  توان در حل مسائل لولهبهینه را می

 قرار داد.  

 آزمون همگرایی -2-2

عددی     روش  از  انتظار  مورد  ویژگی  ،  افتهیبهبودنخستین 

سنجش    منظوربهبهبود در همگرایی در کل میدان است.  

، از حل معادله  ونو  7همگرایی روش توسعه داده شده مرتبه  

( )رابطه  خطی  می11موج  استفاده  منظور  این  به  شود.  (( 

است و    1در این مسئله متناوب  مورداستفادهشرایط مرزی  

 شود.  ( در نظر گرفته می12ی )شرایط اولیه به شکل معادله
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0, −1 ≤ 𝑥 ≤ 1. (11) 

𝑢(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝑠𝑖𝑛𝑙( 𝜋𝑥), (12) 

𝑙ی  ی اکسترمم از مرتبه شرایط اولیه شامل یک نقطه − 1 

نقطه 𝑥ی  در  = 𝑙برای    0 > مشخص   منظوربهاست.    1

سازی مکانی بر روی مرتبه همگرایی،  شدن اثر روش گسسته 

در نظر گرفته    0.05در تمام محاسبات برابر با   CFLعدد  

گیری زمانی به حداقل  شده است تا خطای ناشی از انتگرال

برسد. روند همگرایی نرم خطا بر اساس تعداد نقاط در شکل  

می  (3) مشاهده  است.  شده  داده  روند  نمایش  که  شود 

بهینه   7در مقایسه با روش مرتبه    افتهیبهبودهمگرایی روش  

مرجع  هاروشو   بهتری   شده مشخصی  بسیار  همگرایی 

[ نرخ همگرایی  22های مرجع ]ویژه از روش  طوربهدارند، و  

بسیار بالاتری دارند. به دلیل نزدیکی بسیار زیاد نمودارهای 

با روش اول    آمده دست به، تنها نتایج  افتهیتوسعهی  هاروش

 ی ترسیم شده است.  بعد کهای ی(( در آزمون 9)رابطه)

 
- برای روش مرتبه هفت ونو  𝐿1نرخ همگرایی خطای     -3شکل  

 .تا و روش حاضر ا

 
1 Periodic 

شکلچنان  نمودارهای  از  همگرایی   (3)که  است،  مشخص 

میروش جزئی  تفاوت  دارای  بررسی  مورد  با  های  باشد. 

 𝐿1(، که در آن  13تعریف نرخ همگرایی به شکل رابطه )

  هایتوان همگرایی روشتعداد نقاط است، می 𝑁نرم خطا و  

 [. 23مورد بررسی را به طور کمی مشخص کرد ]

(13) 𝑞 =
𝑙𝑜𝑔(𝐿1

2 𝐿1
1⁄ )

𝑙𝑜𝑔(𝑁2 𝑁1⁄ )
 

ارائه   1مقادیر کمی به دست آمده برای این کمیت در جدول

شود که این مقدار برای آزمون انجام  شده است. مشاهده می

 گرفته در روش حاضر به بالاترین میزان رسیده است. 

- برای روش مرتبه هفت ونو  𝐿1نرخ همگرایی خطای     -1جدول

 تا و روش حاضر. ا

 اندازه نرخ همگرایی  روش 

𝑊𝐸𝑁𝑂_𝜂_𝑧1 6.8 Δ𝑥7 

𝑊𝐸𝑁𝑂_𝜂_𝑧2 7.2 Δ𝑥7 

 Δ𝑥7 7.4 روش حاضر 

 معادلات حاكم-3

ی نهایی در این پژوهش، معادلات  مسئلهمعادلات حاکم بر  

در فرم بقایی هستند. این معادلات به شکل    استوکس-ناویر

گیرد،  ماتریسی که در کد محاسباتی مورد استفاده قرار می

 [ 24. ]اندشدهن ایب( 15( و )14های )در رابطه

(14) 𝑈𝑡 + 𝐹(𝑈)𝑥 + 𝐺(𝑈)𝑦 = 𝑄 

(15) 

𝑈 = [

𝜌
𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝐸

]

 𝐹 = [

𝜌𝑢

𝜌𝑢2 + 𝑝
𝜌𝑢𝑣

𝑢(𝐸 + 𝑝)

]

𝐺 = [

𝜌𝑣
𝜌𝑢𝑣

𝜌𝑣2 + 𝑝

𝑣(𝐸 + 𝑝)

]

 

ماتریکس   معادلات  این  در  حجمی    𝑄که  را نیروهای 

می رابطهمشخص  )کند.  فشار  میان  درونی  𝑝ی  انرژی  و   )

(𝐸( طبق فرمول )و روابط گاز کامل، که بیان16 )  گر ویژگی

است در نظر گرفته شده است    آل  ده یاترمودینامیکی گاز  
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[25 .] 

(16) 𝐸 =
𝑝

(𝛾 − 1)
+

1

2
 𝜌(𝑢2 + 𝑣2) 

ی مسائل  حل  می  𝑮عبارت  ی  بعدکدر  و  حذف  شود 

  صفر در  شدهارائه همچنین نیروی حجمی در تمامی مسائل  

 نظر گرفته شده است.  

 ی ررسد بمورمسائل  -4
 عنوان بهشده  در این بخش تعدادی از مسائل رایج و شناخته 

عددی مورد بررسی و   بنچمارک جهت بررسی صحت حلگر

مقایسه با مراجع قرار گرفته است. تعریف تمامی مسائل در  

[ ارائه شده است. مسائل شامل شاک، اغتشاش،  13مرجع ]

بعدی که عموماً  یا ترکیب هردو هستند. نخست مسائل یک

ی هستند مورد بررسی قرار گرفته  بعدکحل معادله اویلر ی

مسائل   ادامه  در  ترتیب  دوبعدو  به    ازنظر اهمیت  ی 

 اند. ها ارائه شدهی و مقایسه میان روشریگجه ینت

 بعدیمسائل یک  -4-1

در آشکارسازی شاک، در حل دو مسئله   شدهارائه دقت روش  

ی استاندارد سنجیده شده است. مسئله شاک تیوب بعدکی

های  جهت بررسی توان روش  شدهشناختهمسئله    ساد، یک

قدرتمند است. با توجه به هدف    عددی در آشکارسازی شاک

اتلاف  بهینه  کاهش  روی  بر  تنها  که  مقاله  این  در  سازی 

عددی در نقاط اکسترمم متمرکز است، در توان آشکارسازی 

شکل   در  است.  مرجع  روش  با  مشابه  عملکرد   ( 4)انتظار 

های مرجع و روش حاضر ارائه  پاسخ مسئله ساد برای روش

می مشاهده  است.  روشده  که  عملکردی  شود  حاضر  ش 

مشابه و در نقاط نزدیک به شاک عملکردی تقریباً بهتر از  

   دهد.های مرجع نشان می روش

 
پاسخ مسئله شاک تیوب ساد برای روش حاضر در    -4شکل  

 مقایسه با دو روش مرجع و حل دقیق

 
1 Lax 

ی دیگری که در این بخش مورد مقایسه و بررسی  مسئله 

گرفت لکسقرار  مسئله  است،  که    1ه  توان    منظوربهاست 

در    شده ارائه آشکارسازی شاک حل شده است. مطابق پاسخ  

روش  (5)شکل   و    افتهیبهبود،  مشابه  عملکردی  حاضر، 

های مرجع نشان داده است. باید در نظر  اندکی بهتر از روش

از حل این دو مسئله مورد انتظار است، عدم    آنچهداشت که  

از   پس  شاک  آشکارسازی  در  عددی  روش  توان  کاهش 

سازی است، که این هدف کاملاً برآورده شده است، و  بهینه 

به دلیل همگرایی بهتر روش حاضر، در برخی نقاط نزدیک  

از  بهتر  حاضر  روش  پاسخ  مسئله،  دو  هر  در  شاک  به 

 های مرجع است. روش

 
 

پاسخ مسئله لکس برای روش حاضر در مقایسه با دو    -5شکل  

 روش مرجع و حل دقیق

 سنجیبعدی صحتمسائل دو  -4-2

در این بخش دو مسئله شامل تداخل شاک و اغتشاش مورد 

ی موسوم بعدکبررسی قرار گرفته است. مسئله نخست، ی

بعدی برای اویلر یکاست که معادلات    2اوشر -به مسئله شو

شرایط اولیه مشخص که شامل نوسانات در اطراف یک شاک  

می حل  شکل  است  در  با    ( 6)شود.  که  مسئله  این  پاسخ 

است   آمده  دست  به  متراکم  بسیار  پاسخ    عنوانبهشبکه 

های ذکرشده  مرجع در نظر گرفته شده است و پاسخ روش

 در کنار آن مقایسه شده است.   شدهارائهبا روش 

نمایش    ( 7)در شکل   )اغتشاش(  نوسانات  از  نزدیک  نمای 

به دامنه   داده شده است. نزدیک بودن دامنه روش حاضر 

،  آمدهدستبهحل مرجع مشخص است. دلیل بهبود در پاسخ  

حاضر   روش  بودن  اکسترمم    طوربهبهینه  نقاط  برای  ویژه 

 است. 

2 Shu-Osher 
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های مرجع  با روش  آمدهدستبه اوشر  -پاسخ مسئله شو  -6شکل  

 حاضر و حل دقیقدر مقایسه با پاسخ روش  

شکل   چگالی    (8)در  شبکه   آمدهدستبهکانتورهای  روی 

اغتشاش نمایش  -ی تداخل شاک دوبعدمتراکم برای مسئله  

داده شده که شامل یک شاک متحرک است که از سمت 

کند. اغتشاشات در  چپ میدان به سمت راست حرکت می

به شکل امواج در سمت راست، در گذر از    شده گرفتهنظر  

مقایسه پاسخ روش حاضر با    منظوربهکنند.  غییر میشاک ت

ها و حل مرجع، نمودار نوسانات چگالی در خط میانی  روش

شکل   در  از    (9)میدان   نزدیک  نمای  است.  شده  ترسیم 

ترسیم شده    (10)نوسانات اغتشاشی پشت شاک، در شکل  

می مشاهده  مسئله  است.  در  که  حل دوبعدشود  نیز  ی 

دارای خطای کمتر   افتهیبهبودعددی  از روش    آمدهدستبه

است    ترکینزدو دامنه نوسانات با این روش به حل مرجع  

 (. 11)شکل 

 
 اوشر -نمای نزدیک از پاسخ مسئله شو  -7شکل  

 
- ی تداخل شاکدوبعدکانتورهای حل دقیق مسئله    -8شکل  

 بسیار متراکم غتشاش بر روی شبکه  ا

 
اغتشاش در خط  -ی تداخل شاکدوبعد پاسخ مسئله     -9شکل  

های مرجع در مقایسه با پاسخ  ی پاسخ روشمیانی، مقایسه 

 روش حاضر و حل دقیق 

 
-ی تداخل شاکدوبعدنمای نزدیک از پاسخ مسئله     -10شکل  

 غتشاش ا

 

 



 271                                                                                                                  و باقری اسفه دهقان منشادی،  آبادیصالح

 1402، تابستان    73شماره    کم،یو    ستیسال ب                                                  ی در مهندس  یمجله مدل ساز

توان از صحت ، میشدهیبررسی  دوبعدو  مطابق مسائل یک  

 . .عملکرد کد در آنها اطمینان حاصل کرد

  حباب-مسئله تداخل شاک  -4-3

 عنوان به[ در این پژوهش  26حباب ]-مسئله تداخل شاک

شاک در  -بررسی  است.  گرفته  قرار  بررسی  مورد  اغتشاش 

مسئله ارائه شده است که در آن یک    شماتیک  (11)شکل  

شاک متحرک از سمت راست میدان به سمت چپ حرکت 

اغتشاشات  می ایجاد  باعث  حباب،  با  برخورد  در  و  کند 

شود. تمامی نتایج مربوط به این مسئله بر روی شبکه می

 سلول محاسبه شده است.  640*160دارای 

 

 حباب -مسئله تداخل شاک  شماتیک  -11شکل  

تداخل شاک تکامل مسئله  با    ( 12)حباب در شکل  - روند 

است.   شده  ترسیم  آن  تکامل  زمانی  روند  کردن  دنبال 

شود که در ابتدا حباب به شکل یک ناپیوستگی  مشاهده می

چگالی دایروی در بخش دارای چگالی کمتر واقع شده است.  

شار است  فشاک که حدفاصل میان دو بخش پرفشار و کم

انواع به سمت چپ حرکت می کند و در برخورد با حباب 

کند. با افزایش زمان در  مختلفی از ناپیوستگی را ایجاد می

اغتشاشات   ناپیوستگی  می  جیتدربهسطوح  شود.  ایجاد 

های مرتبه پایین این اغتشاشات را که نوع ناپایداری  روش

تقریباً  -کلوین را  هستند  ت  طوربههلمهولتز  لف  کامل 

نباشد،  می کافی  پایداری  دارای  روش  اگر  همچنین  کنند. 

این نوع از اغتشاشات به حدی گسترش خواهند یافت که  

 شود.  حل عددی واگرا می

شکل   برخورد   آمدهدستبهنتایج    (13)در  مسئله  حل  از 

زمان  -شاک در  𝒕حباب  = روش  𝟐 از  استفاده  های  با 

[ و  27-29مشابه ] افتهیتوسعهیافته حاضر، دو روش توسعه 

 [ مورد مقایسه قرار گرفته است.13نیافته]های توسعهروش

𝒕در زمان   = شاک از میدان خارج شده است و روش   𝟐

عددی توانایی خود را در پایداری تا زمان رساندن شاک به  

همچنین نوسانات ناشی از  انتهای میدان نشان داده است.  

ناپایداری بر روی مرز حباب تا حد قابل قبولی تشکیل شده  

روش  آمدهدستبهپاسخ    است. از  استفاده  های با 

[ بیشتر نوسانات کوچک را  13(]z1,2WENOنیافته)توسعه 

تر نشانگر همواری اند، که به دلیل مرتبه پاییناز میان برده

 هاست. در این روش

 

 

 

 

 

 

 

 

 
حباب  -ی تداخل شاکسازمدل بررسی روند توسعه    -12شکل  

 های مختلف در زمان   شدهارائه با استفاده از روش  

t=0 

t=0.5 

t=1.0 

t=1.5 

t=2.0

0.0 

t=2.5 

t=3.0 

t=3.5 

t=4.0 
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شماره    [و26( ]ms1WENO)1های بهبودیافته شماره  روش

2  (ms2WENO[ همواری 29(  نشانگر  مرتبه  دارای  که   ]

رو با  هستند،    افتهیتوسعههای  شمشابه  پژوهش  این  در 

دهند.  بیشترین پراکندگی در نوسانات اغتشاشی را نشان می

توسعه روش با  ms3,4WENOیافته حاضر)های  مقایسه  ( در 

کمتری   طوربه  افتهینتوسعه های  روش عددی  اتلاف  واضح 

[،  18-20مشابه ]  یافتههای توسعهدارند. در مقایسه با روش

میروش نشان  بیشتری  پایداری  حاضر  این  های  دهند. 

نسبی   تقارن  از  روش  مشاهده قابلپایداری  پاسخ  های  در 

شماره  توسعه  روش  4و    3یافته  پاسخ  برابر  های  در 

است. البته تقارن علاوه بر    برداشتقابل  2و    1یافته  توسعه 

در کدنویسی  تواند ناشی از عوامل دیگری  پایداری روش، می

[ در مورد آن بحث شده است. ولی  30باشد که در مرجع ]

اند  ها در کد مشابهی اعمال شدهدر مقایسه فعلی تمام روش

و تنها سابروتین محاسبه تابع همواری متفاوت است.  باید  

مهندسی،   کاربردهای  از  بسیاری  در  که  داشت  نظر  در 

زی جریان به سااز شبیه  آمدهدستبهپایداری و تقارن پاسخ  

محاسبه   در  نمونه  برای  است.  اهمیت  دارای  عددی  روش 

پاسخ   تقارن در  عدم  متقارن،  پرنده  اجسام  بر  وارد  نیروی 

در  می و  شود  منجر  مهندسی  خطای  به  ی سازه ی شبتواند 

 های  ها، ازجمله جریانبسیاری از جریان 

 هلمهولتز، ناپایداری روش عددی  -منجر به ناپایداری کلوین

می  مرتبه اندک،  بسیار  میزان  به  حتی  به بالا،  منجر  تواند 

ملاحظه می شود روش حاضر در    واگرایی حل عددی شود.

های بهینه بالاترین میزان همگرایی را نشان داده  میان روش

سازی شده، استفاده  های بهینه است. در مقایسه میان روش 

داری را مشخص  تواند مقادیر معنیاز پارامتر زمان حل می

حباب و حاصلضرب -زمان حل مسأله شاک  2کند. در جدول

سرعت )معکوس زمان حل( را ارائه داده است. در این جدول  

های حاضر در برآیند این دو سنجه به طور قابل  برتری روش 

دلیل  ملاحظه به  آن  از  بخشی  که  است،  یافته  بهبود  ای 

  CFLافزایش پایداری و گام زمانی بزرگتر در حل عددی  با  

 بت است. ثا
های مورد استفاده  مقایسه میان نرخ همگرایی روش    -2جدول

بعدی( و مدت زمان حل مسأله تداخل  )در مسأله موج یک

 حباب - شاک

 روش
اندازه نرخ  

 همگرایی 

زمان حل مسأله  

حباب  -شاک

(CFL=0.5  ،

t=2 به ثانیه ) 

حاصلضرب  

سرعت  در  

مرتبه 

 همگرایی 

𝑊𝐸𝑁𝑂_𝜂_𝑧1 6.8 Δ𝑥7 615 0.011507 

𝑊𝐸𝑁𝑂_𝜂_𝑧2 7.2 Δ𝑥7 591 0.012183 

𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠1 7.5 Δ𝑥7 680 0.011029 

𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠2 7.6 Δ𝑥7 672 0.01131 

𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠3 7.4 Δ𝑥7 550 0.013455 

𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠4 7.4 Δ𝑥7 543 0.013628 

 

   

   
𝐭حباب در زمان  -مقایسه پاسخ مسئله تداخل شاک  -13شکل   =  های مختلف.  با روش   𝟐

𝑊𝐸𝑁𝑂𝜂−𝑧−1 𝑊𝐸𝑁𝑂𝜂−𝑧−2 𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠1 

𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠2 𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠3 𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠4 

 چگالی
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𝐭حباب در زمان  -مقایسه پاسخ مسئله تداخل شاک  -14شکل   =  های مختلف.  با روش   𝟐

های مورد بررسی، زمان  به منظور مقایسه کمیّ میان روش

شاک  تداخل  مسأله  روی -حل  بر  روش  هر  برای  حباب 

در   که  است  گرفته  قرار  مقایسه  مورد  همسان  پردازشگر 

قابل مشاهده است. همچنین حاصلضرب سرعت   (14)  شکل

کمیت  عنوان  به  همگرایی  نرخ  در  حل(  زمان  )معکوس 

اس گردیده  ارائه  ارزش راندمان  بیانگر  کمیت  این  ت. 

شکل  نمودرهای  در  بود.  خواهد  عددی  روش   محاسباتی 

های حاضر راندمان بسیار  قابل مشاهده است که روش  (14)

 اند. نیافته ارائه دادهشهای بهینه و توسعه بالاتری از دیگررو

 مشکف-مسئله ریشتمیر  -4-4

[ بیانگر توسعه اغتشاشات در  26مشکف ]-مسئله ریشتمیر

ط غیر لزج تحت تأثیر حرکت شاک است. شماتیک آن محی

ارائه شده است. به صورتی که دو سیال دارای   ( 15)در شکل  

پایین   و  بالا  چگالی واسطهبهچگالی  دارای  ناحیه  یک  ی 

بسیار پایین که در یک سمت آن اغتشاش اولیه با چگالی  

  محضبهاند.  بسیار بالا در نظر گرفته شده است، جدا شده

حل عددی دو موج شاک به دو سوی میدان حرکت  شروع  

تصویر شکل  می قدرتمندتر که طبق  از    (15)کنند. شاک 

کند. تمامی  سمت چپ به سمت راست میدان حرکت می

   640*160نتایج مربوط به این مسئله بر روی شبکه دارای  

 سلول محاسبه شده است.

 
 مشکف -مسئله ناپایداری ریشتمیر  شماتیک  -15شکل  

  

 

 

 

 

 

 

 
اغتشاش در خط  -تداخل شاک  یپاسخ مسئله دوبعد  -16شکل  

با پاسخ    سهیمرجع در مقا  هایپاسخ روش   ی¬سه یمقا  ،یانیم

 ق یروش حاضر و حل دق
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با    جیتدربهنمایش داده شده است،    (16)در شکل    کهچنان 

ی ناپیوستگی  حرکت موج قدرتمند به سمت راست در ناحیه

می آشکار  ناپایداری  از  ناشی  نوسانات  نوسانات  این  شوند. 

ایجاد    جیتدربه ناپیوستگی  مرز  اطراف  در  دو جریان مدور 

زمان    کنندمی در  𝒕که  = میزان    𝟗 ی املاحظهقابلبه 

 توسعه پیدا کرده است. 

ناپایداری    آمده دستبهنتایج    (17)شکل    مسئله  حل  از 

𝒕مشکف در زمان  -ریشتمیر = از روش  𝟗 استفاده  های  با 

[ و  18-20مشابه ] افتهیتوسعهیافته حاضر، دو روش توسعه 

[ مورد مقایسه قرار گرفته است. 13]نیافتههای توسعه روش

اتلاف   بیانگر  زمان مشخص  کانتورهای وضعیت جریان در 

روش برای  بینابین  تقریباً  جدید    افتهیتوسعههای  عددی 

است.    2و    1های شماره  و روش  افتهینتوسعهنسبت به روش  

در کانتور مربوط به روش   مشاهدهقابلبا توجه به ناپایداری 

توان گفت  مت پایین چشمگیر است میشماره سه که در س

شماره   روش  روش    3که  به  نسبت  کمتری  عددی  اتلاف 

 طور بههای حاضر  دارد. همچنین تقارن پاسخ روش  4شماره  

 پیشین است.  افتهیتوسعههای واضح بهتر از روش 

به منظور مقایسه، در قبال   2 نتایج ارائه شده در جدول

ش در  راندمان  و  حل  سرعت  ارائه    (18)  کلنمودارهای 

این   در  که  است  مشخص  نمودارها  این  در  است.  گردیده 

دارای  حاضر  یافته  توسعه  روشهای  همچنان  نیز  مسأله 

های پیشین هستند، هرچند  راندمان بهتری نسبت به روش

شاک مسأله  به  نسبت  راندمان  افزایش  کمتر -این  حباب 

 است.  

استفاده  های مورد  مقایسه میان نرخ همگرایی روش    -2جدول

-ریشتمیربعدی( و مدت زمان حل مسأله  )در مسأله موج یک

 مشکف 

 روش
اندازه نرخ  

 همگرایی 

مدت زمان حل  

- ریشتمیرمسأله  

، CFL=0.5)مشکف 

t=2 به ثانیه ) 

حاصلضرب  

سرعت  در  

مرتبه 

 همگرایی 

𝑊𝐸𝑁𝑂_𝜂_𝑧1 6.8 𝛥𝑥7 2362 0.002879 

𝑊𝐸𝑁𝑂_𝜂_𝑧2 7.2 𝛥𝑥7 2255 0.003193 

𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠1 7.5 𝛥𝑥7 2461 0.003104 

𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠2 7.6 𝛥𝑥7 2441 0.003113 

𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠3 7.4 𝛥𝑥7 2301 0.003215 

𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠4 7.4 𝛥𝑥7 2284 0.003239 

 
 

 

   

   

𝒕مشکف در زمان  -مقایسه پاسخ مسئله تداخل ریشتمیر  -17شکل   =  های مختلف. با روش  𝟒

𝑊𝐸𝑁𝑂𝜂−𝑧−1 𝑊𝐸𝑁𝑂𝜂−𝑧−2 𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠1 

𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠2 𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠3 𝑊𝐸𝑁𝑂𝑚𝑠4 

 چگالی
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𝒕مشکف در زمان  -مقایسه پاسخ مسئله تداخل ریشتمیر  -18شکل   =  های مختلف. با روش  𝟒

 ی ریگجهینت -5
افزابه مدل  شیمنظور  در  محاسبات    یعدد  ی سازدقت 

ونو    یاز روش عدد  افتهیدو نسخه بهبود  ر،یپذتراکم  انیجر

به هدف کاهش    یسازی تابع همواربهینه  کردیبا رو  یز  -اتا  

  نیعملکرد ا  یمنظور بررساند. بهبه دست آمده  یاتلاف عدد

لزج با روش    ریغ   ریپذاکمتر  انیحلگر جر  ،یدو روش عدد

مرتبه   تا  مسائل    افتهیتوسعه    7ونو  در    ،ی بعدکیاست. 

را نسبت به روش    ی بهبود اندک  حاضر افتهیتوسعه  یهاروش

از اتلاف اغتشاشات   تواندیکه م  دهندینشان م  افتهینتوسعه 

مسائل  همچنین    کند.  یریشگیپ  معادله    ی بعدکیدر  که 

باتوجه   یمورد بررس  یموج خط به وجود  قرار گرفته است، 

  یلیبا پاسخ تحل جینتا  یمعادله، همخوان یبرا ی لیپاسخ تحل

. رفته استبه شمار    افتهی کد توسعه  یسنجاز صحت   یبخش

شاک    تیدرنها تداخل  مسئله  ناپا حب  - دو  و   یداریاب 

عدد-ری شتمیر کد  با  بررس  یمشکف  گرفت.    یمورد  قرار 

توسعه   یبررس روش  اتا  افتهیندو  روش    یز-ونو  دو  و 

روش  مشابه  افتهیتوسعه  داد  ارائه  یهابا  نشان  شده حاضر، 

کمتر نسبت به   یحاضر در کنار ارائه اتلاف عدد یهاروش

پا  نتقار  افته،ینتوسعه  یهاروش بهتر  یداریو  را   ینسبتاً 

توسعه روش  دو  به  کرده  افتهینسبت  ارائه  امشابه    نیاند. 

  ،یداریمختلف که در کنار پا  یهاان یجر  یها در بررسروش

  یناش  ی هایداریمناسب شاک و ناپا  یبه آشکارساز  ی ابیدست

اغتشاشات جر  ی بهتر  ییکارا  توانندیدارد م  تی اهم  انیاز 

ز باشند.  عدد  ینسب   یداریناپا   رایداشته  همانند    ، یروش 

نتا در  توسعه  جیآنچه  روش  قابل  افتهیدو  مشاهده  مشابه 

 خواهد شد.  یحل عدد ییاست، باعث واگرا

دو پارامتر زمان و راندمان حل    ، مقایسه کمی نتایج  منظوربه

مورد بررسی قرار گرفت. راندمان حل پارامتر مناسبی است،  

بت، نرخ کاهش  زیرا علاوه بر سرعت حل عددی در شبکه ثا

با   خود    کردن  زیرخطا  در  نیز  را  است.    دادهیجاشبکه 

راندمان روش توسعهمشاهده گردید که  به طور های  یافته 

روشمعنی راندمان  از  بهتر  توسعه داری  و  های  نیافته 

یافته پیشین است. این افزایش راندمان در  های توسعهروش

یی داشته زابه ستواند اثر  حل مسائل سنگین محاسباتی می

ارزش   که  روشقبولقابلباشد  به  ارائه   افتهیتوسعههای  ی 
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