
 

 

 

 گرگ خاکستری با قیود نامعین برای حل غیر محدب مسائل مهندسی سازی بهینه
 

   4،5، وحید محبوب3، سارا عطارچی 2* پناه، سید کاظم علوی1زادهسمیه ابراهیم 
 

 چکیده   اطلاعات مقاله

 : دريافت مقاله

 پذيرش مقاله: 

 
اين يافته    مقاله  در  بهبود  فراابتکاری  از چالشيک روش  نوع  برانگیزترين   برای حل يک 

در اين نوع از مسائل، ما  پیشنهاد شده است.محدب مسائل غیرخطی موسوم به مسائل غیر

اين    شوند.ها منجر به جواب صحیح نمیی آنبا بیش از يک کمینه روبرو هستیم که همه

براساس روش   اری گرگ خاکستری با قیود نامعینروش مبتنی بر تجهیز الگوريتم فراابتک

است. اگرچه اشکال مختلفی از الگوريتم گرگ خاکستری در چند سال اخیر  گريپو    ديپیلو و

در نظر  ،شودجا ارائه میها قیود نامعین را به شکلی که در اين، هیچ يک از آناندارائه شده

در  نمی پیشنهادی  الگوريتم  اصلی  مزيت  مسائل گیرند.  حل  مهندسی،  کاربردهای 

های تحلیلی ممکن است در کمینه محلی گیر  سازی غیرمحدب است که در آن روشبهینه

ی ضمنا در مقايسهرسد.  جهانی به جواب می  ی کنند، در حالی که الگوريتم مذکور در کمینه

با دارد.  های فرابتکاری شناخته شده، الگوريتم مذکور به تکرار کمتری نیاز  با برخی روش

 شود.تابع آزمون رياضی و يک مثال ژئودتیکی، کارايی روش پیشنهادی ارزيابی می چهار

 

 

 واژگان کلیدی: 

 ، ی غیر محدبمسئله

 ، قیود نامعین

 ، بهینه سازی

 ، الگوريتم گرگ خاکستری 

 

 مقدمه -1
بهینه   جواب  آوردن  بدست  مهندسی  و  کاربردی  علوم  در 

می اهمیت  بهینهحائز  به  باشد.  و سازی  مختلف  اشکال 

توان تواند حل شود. به شکل کلی میهای گوناگون میروش

ی خطی و غیرخطی تقسیم نمود.  اين مسائل را به دو دسته

های همواره يکی از چالش  غیرخطیسازی  حل مسائل بهینه 

است.   بوده  مهندسی  و  کاربردی  زمانی  علوم  مسائل  اين 

شوند که تابع هدف حاصل غیر محدب باشد.  تر میچالشی

ی ای برای درک مسئلههای اخیر، تقاضای فزايندهدر سال

 
 دور و سیستم اطلاعات جغرافیايی، دانشکدة جغرافیا، دانشگاه تهران، تهران، ايران از گروه سنجش  ،دانشجوی دکترا 1
 ازدور و سیستم اطلاعات جغرافیايی، دانشکدة جغرافیا، دانشگاه تهران، تهران، ايران روه سنجشاستاد، گ   2
* salavipa@ut.ac.ir 
 ازدور و سیستم اطلاعات جغرافیايی، دانشکدة جغرافیا، دانشگاه تهران، تهران، ايرانروه سنجشدانشیار، گ  3
 ايرانگروه تحقیقات هیدروانفورماتیک، پژوهشکده مخاطرات زيست محیطی، دانشگاه گلستان، گرگان،  ،ياراستاد 4

 
 گروه مهندسی نقشه،برداری، دانشکده مهندسی، دانشگاه گلستان، علی آباد کتول، ايران ،ياراستاد 5

 

-ی روش های محاسباتی برای بهینهغیر محدب و توسعه

به عنوان مثال يکی از سازی توابع غیر محدب وجود دارد.  

است که    EIVمدل    ،های نسبتا نوظهور در مهندسیمدل

نیز تصادفی میدر آن ماتريس ضرائب مد  باشد و ل تابعی 

می  تابع هدف  محدب شدن  غیر  اين  سبب  به  راجع  شود. 

-های عددی بیشتر توضیح داده میمدل در قسمت مثال

چنین مسائلی بیش از يک اکسترمم دارند که لزوماً  شود.  

ها همیشه اکسترمم مطلق يا جهانی نیست، و مشتق دوم آن

ی مسائل محدب، و به  باشد. به عبارت ديگر، برامثبت نمی

حل خطی،  مسائل  برای  حلويژه  همان  محلی  های های 
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سازی غیر جهانی هستند. با اين حال، اين امر برای بهینه 

چه قیددار چه ،  کلیمحدب صادق نیست. مسائل غیرخطی  

الزاما   که  های محلی باشند ی حل ، ممکن است دارا بدون قید

 های جهانی نیستند. حل

های تحلیلی مبتنی بر مشتق به عنوان به طور سنتی روش

راه حلی برای مسائل بهینه سازی در نظر گرفته می شدند  

آن از  وسیعی  طیف  روشو  با  میها  حل  تحلیلی  -های 

ها در بسیاری از موارد در  گرديدند. با اين وجود، اين روش 

حل مسائل غیر محدب نمی توانند به بهینه جهانی برسند.  

ب تکنوبعدها  پیشرفت  روشا  کامپیوتر،  عددی  لوژی  های 

های اخیر، روش  رونق بیشتری يافت. به طور خاص، در دهه

مسائل   حل  در  کارآمد  ابزاری  عنوان  به  فراابتکاری  های 

ای نسبت  اند که مزايای عمدهمختلف مهندسی توسعه يافته

 . [ 1]های سنتی دارندبه روش

از پذيری، مکانیسم بدون مشتق، و اجتناب سادگی، انعطاف 

را  ی محلی دلايلی هستند که روشبهینه فراابتکاری  های 

ها مانند الگوريتم  کنند. حتی برخی از آنبسیار محبوب می

   (ACO)ها  سازی کلونی مورچهو بهینه [2]   (GA)ژنتیک 

در بین تمام علوم کاربردی کاملاً شناخته شده هستند.  [3]

های  اند. روشها بیشتر از مفاهیم بسیار ساده الهام گرفتهآن

استفاده   قابل  مختلف  مسائل  برای  راحتی  به  فراابتکاری 

برايشان   سیستم  يک  خروجی  و  ورودی  تنها  زيرا  هستند 

مهم است. همانطور که روش فراابتکاری مسائل را به صورت 

های تابع هدف و قید مورد  تصادفی بهینه می کند، مشتق

سازی قوی، پیادهنیاز نیستند. ضمنا عملکرد قابل اعتماد و  

احتمال   و  حداقل کمتر  آسان،  يک  توسط  افتادن  دام  به 

 [. 4]های مذکور هستند از ديگر مزايای روشمحلی 

شدهفراابتکاری    های روش پیشنهاد  عنوان اند متعددی  به   .

[ يک رويکرد لاگرانژی افزوده مبتنی بر الگوريتم  5مثال، ]

پیشنهاد    قیددارسازی  ژنتیک را برای مقابله با مسائل بهینه 

سازی کلاسیک برای بهبود  کرد که در آن از يک روش بهینه 

شود. علاوه  استفاده می   ،آمدهدستحل الگوريتم ژنتیک به راه

اي بهبر  برای  موثر  استراتژی  يک  پارامترهای   رسانیروزن، 

شیوه به  تطبیقی  حیاتی   آمار  اساس  برای 

 الگوریتم   یک .  است  شده  ارائه  جمعیت

 جستجوی  روش  اساس  بر  فاخته  جستجوی
بهینه   Wetsو    Solis  محلی مسائل  جهانی برای  سازی 

[ توسعه داده شد که بر يک تابع لاگرانژی  6توسط ] قیددار

برای  اصلاح قید شده  ]  اعمال  دارد.  الگوريتم  7تکیه  يک   ]

( مصنوعی  زنبورهای  کلنی  مسائل  (ABCجديد  برای  را 

کرد  قیددارسازی  بهینه  عملگر   ارائه  دو  از  آن  در  که 

 بکارگیری شده مختلف در فازهای  اصلاح  ABCجستجوی  

شود، و عملگر متقاطع در فاز جستجو به  و ناظر استفاده می

[ يک الگوريتم  8]شود.  ی جستجوی تصادفی استفاده میجا

بهینه يافته  باکتريايی  بهبود  حل (  BFO)سازی  برای  را 

 ايجاد کرد. قیددارسازی مسائل بهینه 

(  GWOسازی گرگ خاکستری ) در اين مقاله، روش بهینه 

می  تجهیز  نامعین  قیود  با  ]  GWOکنیم.  را  [  4توسط 

پیشنهاد شد که از سلسله مراتب رهبری و مکانیسم شکار  

گرگ های خاکستری در طبیعت الهام گرفته شده بود. اين  

روش عمدتاً شامل سلسله مراتب اجتماعی، احاطه بر طعمه 

می نشان  اولیه  مطالعات  است.  طعمه  به  حمله  که  و  دهد 

می  GWOالگوريتم   و  است  رقابتی  از بسیار  تواند 

الگوريتم هالگوريتم مانند  موجود،  جمعیت  بر  مبتنی  ای 

(، PSOسازی ازدحام ذرات )(، الگوريتم بهینه GAژنتیک )

تفاضلی تکامل  جستجوی  DE)   الگوريتم  الگوريتم  و   )

 [. 4بهتر عمل کند ] ( GSA) گرانشی

خاکستری  گرگ  هدف    الگوريتم  تابع  در  خاصی  الزامات 

یق مسئله يژگی های رياضی دقبه عنوان مثال به و  ندارد.

سم های آنها  سازی بستگی ندارد. علاوه بر اين، مکانیبهینه

مزايای ديگر اين الگوريتم  سازی است.  به راحتی قابل پیاده

بیشتر آن   [ اشاره شده  9،10،11در ]به همراه کاربردهای 

 است.  

شوند که  هايی ناشی میسازی قیددار از مدلمسائل بهینه 

اين مدل با قیود نامعین را  در آن قیود نقش اساسی دارند.  

 [: 12ی توان به صورت زير تعريف کرد ]م

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒  𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛  
𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑐(𝑥) ≤ 𝟎 (1           )  



 

 

آن   در  𝑓: 𝑅𝑛که  → 𝑅    ،است هدف  𝑐: 𝑅𝑛تابع  → 𝑅𝑑 

دهنده که  نشان  جايی  و  است،  نامعین  قیود  ≥ی  به   𝟎

  1990ی  معنای نیمه معین منفی است. اين مسئله از دهه

ها در بسیاری از به شدت مورد مطالعه قرار گرفته است. آن

کاربردها در کنترل خودکار، امور مالی، طراحی مهندسی و  

توان قیود نامعین را می[.  13،14ژئودزی به وجود می آيند ]

سازی اعمال کرد.  ی مختلف بر روی مسئله بهینه وش هابه ر

دهه   اوايل  روش1990در  نقطه،  راه    ی های  تنها  داخلی 

( حل  برای  می 1واقعی  گرفته  نظر  در  بعدندشد(  اما  اً ، 

بهینهروش جمله  از  ديگری  مقدار های  و  غیرهموار  سازی 

های لاگرانژی افزوده [ و روش16متوالی ]   SDP[،  15ويژه ]

گرانژی تقويت چندين مدل لا [  18. ][ وارد صحنه شدند 17]

کرد مطالعه  را  های   [ 19]و    شده  و    PENNONپلتفرم 

PENBMI  ن های  برنامه  برای حل  و را  معین خطی  یمه 

 .دوخطی توسعه داد

( را با روش لاگرانژی  1در اين مقاله، ما قیود نامعین معادله )

  . مزايای آن کنیماعمال می [20]افزوده توسعه يافته توسط  

بخش   می  3در  قرار  بحث  اين    .گیردمورد  به    مقالهبقیه 

بخش   در  است:  شده  سازماندهی  زير  مفاهیم    2صورت 

می  GWOالگوريتم   فراابتکاری  شودمرور  روش  سپس   ،

 سرانجام.  يابد توسعه می  3در بخش    مورد نظر  بهبود يافته 

بخش   ک4در  با  ،  را  پیشنهادی  الگوريتم  تابع    چهارارايی 

بررسی    برداریمهندسی نقشهآزمون رياضی و يک کاربرد  

 .کنیم بندی میجمع  5کنیم. در نهايت مقاله را در بخش  می 

 سازی گرگ خاکستریبهینه-2
  [ 4]توسط  (  GWO)  ی گرگ خاکسترفراابتکاری    تميالگور

از گرديد و  ارائه    سازی مسائل کاربردی مختلفبرای بهینه

 ی خاکستر  ی هاشکار گرگ  سمیو مکان  ی سلسله مراتب رهبر

طب است.    عتیدر  شده  گرفته  مشاهدهالهام  اين برای  ی 

راه حل به    نيبهتر( مراجعه شود.  1سلسله مراتب به شکل )

مشخص   ،است  ی خاکستر  ی هاکه رهبر گروه گرگ  αعنوان  

شود ی مشخص م  βراه حل برتر به عنوان    نی شده است. دوم 

  ن يبهتر نی کند و همچن یکمک م   ی ریگمی در تصم  αکه به  

  راه حل سوم  . باشدمی  α  شدن   ریپ  اينامزد در صورت فوت  

 شوند.  ی م ی علامت گذار ω باها راه حل ه یبق و  δعنوان  با

 

 

 های خاکستریسلسله مراتب گرگ -1شکل 

 

ا  به  توجه  بخش    GWO  ، بندی طبقه   نيبا  دو  شامل 

. حمله به 2. احاطه کردن طعمه،  1است:    ی اصل  ی محاسبات

   است: رياحاطه کردن طعمه به شرح ز  [3]بر اساس طعمه. 

𝑋⃗(𝑡 + 1) = 𝑋⃗𝑝(𝑡) − 𝐴𝐷⃗⃗⃗    (2)  

𝐷⃗⃗⃗ = |𝐶𝑋⃗𝑝(𝑡) − 𝑋⃗(𝑡)|                         (3)  

𝐴 = 2𝑎⃗𝑟1 − 𝑎⃗         (4)  

𝐶 = 2𝑟2           (5)  

ترت  𝑋⃗𝑝و    𝑋⃗که    يیجا و طعمه    تیموقع  های بردار  بیبه 

نشان م  ی گرگ خاکستر تکرار   tند،  ده  ی را  نشان دهنده 

 𝑟2و    𝑟1هستند،    بي ضر  یبردارها  𝐶و    𝐴است،    یفعل
  𝑎⃗بردار    ی[ و اجزا1،  0]  یدر محدوده  یتصادف   ی بردارها

مس  0به    2از    یصورت خط  به   ر يزبه صورت    ریدر طول 

 يابد: یکاهش م 

𝑎 = 2 − 2
𝑡

Max_iter
       (6)  

آن   در  از    Max_iterکه  پس  است.  تکرار   افتنيحداکثر 

گرگ  تیموقع توسط  را    ی خاکستر  ی هاطعمه  آن  که 

  ر يرا به صورت ز ی رفتار نی توان چن ی کنند، م یمحاصره م 

 : کرد انیب

𝐷⃗⃗⃗𝛼 = |𝐶1𝑋⃗𝛼 − 𝑋⃗|      (7)  

𝐷⃗⃗⃗𝛽 = |𝐶2𝑋⃗𝛽 − 𝑋⃗|              (8)  

𝐷⃗⃗⃗𝛿 = |𝐶3𝑋⃗𝛿 − 𝑋⃗|      (9)  

𝑋⃗1 = 𝑋⃗𝛼 − 𝐴1(𝐷⃗⃗⃗𝛼), 𝑋⃗2 = 𝑋⃗𝛽 − 𝐴2(𝐷⃗⃗⃗𝛽), 

𝑋⃗3 = 𝑋⃗𝛿 − 𝐴3(𝐷⃗⃗⃗𝛿)   (10)  

𝑿⃗⃗⃗(𝒕 + 𝟏) =
𝑿⃗⃗⃗𝟏+𝑿⃗⃗⃗𝟐+𝑿⃗⃗⃗𝟑

𝟑
                (11)  

گرگ    ت یموقع  ی بردارها  بیبه ترت  𝑿⃗⃗⃗𝜹  و  𝑿⃗⃗⃗𝜶  ،𝑿⃗⃗⃗𝜷  جانيا  در

تولید    𝑪⃗⃗⃗و     𝑨⃗⃗⃗  مشابه  𝑪⃗⃗⃗𝒊  و  𝑨⃗⃗⃗𝒊هستند،    δ  و  α  ،β  ی ها

 شوند. می
 



 

 

گرگ    -3 جدید  قیود  الگوریتم  با  خاکستری 

 ( ICGWOنامعین )
بهینه تکنیک   ،فراابتکاری های  الگوريتم بدون های  سازی 

های اضافی برای مقابله با قیود  قیدی هستند که به مکانیسم 

بهینه  نیاز دارند. همانطور هنگام حل مسائل  قیددار  سازی 

بخ  در  تکنیک  1ش  که  گرفت،  قرار  بحث  های مورد 

سازی قیددار رای مسائل بهینه تکاملی متعددی ب  محاسباتی

( را با روش 1. در اينجا ما قیود معادله )اندتوسعه داده شده

[ اثبات شد،  20]  کنیم که توسطی افزوده تحمیل می لاگرانژ

( با قیود نامعین را به يک تابع 1سازی غیرخطی )زيرا بهینه

  بدون قید  های کمینهکه کند تبديل می  پذيرمشتقپیوسته 

1  جريمهضريب مقدار متناهی آن، برای  𝜖⁄  ، منجر به حل

ن تاکر لازم را برای  شرايط کوه  شود وی قیددار میمسئله

مسئله   که  می  برقراراين  بهبیشتر  کند  نقطه  يک    مربوط 

-از يک تابع لاگرانژی افزوده جديد است تا يک نقطه  کمینه

در نتیجه می توان برای حل   ی میانی در حالت کلاسیک.

استاندارد   قید سازی بدون  از تکنیک های کمینه   مسئلهاين  

را به   ICGWO، ما  يافته[. بر اساس اين  20استفاده کرد ]

بهینه برتری  می    سازی دلیل  پیشنهاد  خاکستری  گرگ 

بهینه 20کنیم. ] ثابت کرد که مسئله   ]( با  1سازی  قیود ( 

 زير تبديل کرد: افزودهگرانژی را می توان به تابع لا  نامعین

𝑇(𝑥, 𝜆;  𝜖) ≜ 𝑓(𝑥) + (1 𝜖⁄ )‖𝑐(𝑥)‖2 +
𝜆𝑇𝑐(𝑥) + 𝜂‖𝐽(𝑥)𝛻𝑥𝐿(𝑥, 𝜆)‖2 −
∑ {[𝑚𝑖𝑛 (0, 𝑤𝑖(𝑥, 𝜆;  𝜖))]2 [𝜖(1 + 16𝜖𝜂𝜆𝑖

2)]⁄ }𝑑
𝑖=1

     (21)  

 𝜂و    𝜖است،    𝑐(𝑥) ماتريس ژاکوبین قیود    𝐽(𝑥)که در آن  

,𝑥𝐿(𝑥∇های مثبت هستند.  ثابت 𝜆)     و𝑤𝑖    روابط  توسط

 شوند:زير داده می

𝛻𝑥𝐿(𝑥, 𝜆) = 𝛻𝑓(𝑥) + 𝐽𝑇(𝑥)𝜆     (13)   

𝑤𝑖(𝑥, 𝜆;  𝜖) ≜
[2𝑐𝑖(𝑥) + 𝜖(𝜆𝑖 + 8𝜂𝜆𝑖𝑎𝑖(𝑥)𝛻𝑥𝐿(𝑥, 𝜆))] 2⁄  
           (14   )  

 

آن   در  سطر  𝑗𝑖(𝑥)و    𝑓(𝑥)گراديان    𝑓(𝑥)∇که   ،𝑖 ام

سازی بهینه توانیم مسئله  است. بنابراين، می   𝐽(𝑥)  ماتريس

  ICGWOی الگوريتم  غیرخطی را با قیود نامعین به وسیله

 زير حل کنیم: 

توابع  1مرحله    :𝑓(𝑥)    و𝑐(𝑥)  ( به معادله  با توجه  ( 1را 

 وارد کنید. 

پارامترهای   دوم:  مقداردهی   𝜂و    𝑨⃗⃗⃗  ،  𝑪⃗⃗⃗  ،𝑎  ،𝜖مرحله  را 

 کنید.  

,𝑥𝐿(𝑥∇مرحله سوم:   𝜆)     و𝑤𝑖  ( 14( و )13را با معادلات  )

 محاسبه کنید. 

 را شکل دهید.  (12مرحله چهارم: تابع هدف )

هر عامل جستجو را محاسبه    مقدار تابع هدفمرحله پنجم:  

 کنید  

 را بیابید  𝑋⃗𝛿و  𝑋⃗𝛼  ،𝑋⃗𝛽ی هاحلگام ششم: بهترين 

موقعیت معادله  گرگ خا  مرحله هفتم:  با  را  فعلی  کستری 

 کنید. روز ( ب11)

   .روز کنید را ب 𝑎و  𝑨⃗⃗⃗ ،  𝑪⃗⃗⃗مرحله هشتم:  

  8تا    5داده شده، مراحل  حد دقت  مرحله نهم: با توجه به  

 .را به صورت تکراری انجام دهید

 عددی   های مثال  -4
تابع تست و يک مثال ژئودتیک را برای   چهاردر اين بخش 

انتخاب می کنیم. توجه    ICGWOارزيابی کارايی الگوريتم  

توانیم چندين مثال عددی را برای اين  داشته باشید که می 

منظور انتخاب کنیم، اما با توجه به هدف اصلی اين مقاله  

الگوريتم مورد نظر در حل مسائل غیر محدب  که بررسی 

ای انتخاب شدند که کمینه محلی گونه ل به مثا   پنجاست، هر  

هم داشته باشند، نه لزوما کمینه جهانی. به ويژه برخی از 

نمونه ها دارای چندين کمینه محلی هستند. در تمام اين 

با روش تحلیلی مبتنی بر    ICGWOها، الگوريتم  اين مثال

سازی شده تبريد شبیهو    PSOو دو روش فراابتکاری    مشتق

(SA) [21]    .است شده  برمقايسه  جهت  سی  رضمنا 

، در حالت بدون اعمال  در حل مسئله  حساسیت قیود نامعین

ها،  در همه مثال گردند.  حل می  GWOها با  مثالقید نیز  

راه حل صحیح  کمینه انتخاب  تابع هدف، ملاک  مقدار  ی 

است. همچنین لازم به ذکر است که برای نشان دادن تابع 

ای را انتخاب کرديم که دو مجهول  سه بعدی، مسئله  دفه

دارد، در حالی که می توان هر مسئله غیرخطی دلخواه را با  

 تعداد متفاوت پارامترهای مجهول در نظر گرفت. 

 توابع تست 4-1
 

تحلیل  و  طراحی  در  جديد  رويکردهای  ارزيابی  برای 

مختلفی  توان از توابع آزمون رياضی  های فراابتکاری میروش

[ در  مثال  عنوان  به  که  کرد  می22استفاده  يافت  شوند.  [ 

ها داشتن  تابع رياضی انتخاب شد که ويژگی اصلی آن  چهار



 

 

کمینه زيادی  تحلیلی تعداد  های  روش  و  است  محلی  ی 

درون آن در  است  بر مشتق ممکن  و  مبتنی  کرده  گیر  ها 

جه های جهانی در نظر بگیرند. توها را به اشتباه کمینهآن

-داشته باشید که به دلیل پیچیدگی اين توابع تست، روش

آن برای  تحلیلی  شده  شناخته  نیست.  های  اجرا  قابل  ها 

 است که با فرمول زير ارائه می شود:  Easomاولین تابع 

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = − 𝑐𝑜𝑠(𝑥1) 𝑐𝑜𝑠(𝑥2) 𝑒𝑥𝑝((𝑥1 −

𝜋)2 − (𝑥2 − 𝜋)2)   (15)  

آن   در  تابع    𝑥2و    𝑥1که  اين  مجهول هستند.  پارامتر  دو 

-ی جهانی دارای ناحیهی محلی دارد. کمینهچندين کمینه

ی کوچکی نسبت به فضای جستجو است و معمولًا در بازه 

𝑋𝑖 ∈ [−100, ازای    [100 𝑖∀به  = می  {1,2} ارزيابی 

توان  را    ( 2)شود. شکل   را می  نامعین  قیود  0ببینید.  <

𝑋𝑖 <  در نظر گرفت.  5

الگور تحلیلیICGWOيتم  نتايج  حل  های الگوريتم   ،، 

GWO    ،بدون قیدPSO    وSA   حل صحیح علاوه بر مقدار  و

( جدول  در  هدف  شده1تابع  آورده  اين اند (  به  توجه  با   .

می الگوريتم  جدول  که  دريافت    توانسته   ICGWOتوان 

کمینه  است به  خوبی  روش به  و  شود  نزديک  جهانی  ی 

ضمن اينکه در    کرده است.ی محلی گیر  تحلیلی در کمینه

قید حل   بدون  قرار نیز در کمینه  GWOحالت  ی محلی 

  ICGWOگرفته است، در حالی که با اعمال قید نامعین در  

-ی ديگر اينکه اگرچه جواباين مشکل رفع شده است. نکته

به    PSO و  SAهای   نامعین  قیود  گرفتن  نظر  در  با  نیز 

رسیدهجواب آن های درست  تکراند،  به  مراتب  ها  به  ارهای 

  SAو    ICGWO    ،PSO بیشتری نیاز دارند. زيرا تکرارهای  

   باشند.می 1221و  403، 121به ترتیب برار 

( نشان 3در شکل ) ICGWOهمچنین همگرايی الگوريتم 

 داده شده است. 

 

 
 ی جهانیو موقعیت کمینه  Easomتابع  -2شکل 

 

 
برای تابع  مختلفهای مجهولات برآورد شده با روش -1جدول 

Easom 

 

 

 
 

 Easomبرای تابع   ICGWOهمگرايی الگوريتم  -3شکل 

 

Cost 

function 𝒙𝟐 𝒙𝟏 Method 

−1.18
× 10−105 

-1.5707 -1.5707 Analytical 

solution 

0.963 3.1413 3.1497 ICGWO 

algorithm 
−5.3
× 10−11 

-1.5716 -1.5715 
GWO  

solution 

0.961 3.1413 3.1496 
PSO 

solution 

0.958 3.1412 3.1492 
SA 

solution  

-1 𝜋 𝜋 True 

solution 



 

 

است که معادله آن   LevyN13دومین تابع تست رياضی  

ی جهانی به شرح زير است. به همراه شکل و موقعیت کمینه

 ( را ببینید: 4شکل )

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑠𝑖𝑛2(3𝜋𝑥1) + (𝑥1 − 1)2[1 +

𝑠𝑖𝑛2(3𝜋𝑥2)] + (𝑥2 − 1)2[1 +

𝑠𝑖𝑛2(3𝜋𝑥2)]         (16)  

 
 ی جهانیو موقعیت کمینه  LevyN13تابع  -4شکل 

 

  LevyN13عملیات محاسباتی و نتايج مشابهی برای تابع  

جدول   شکل    2در  قیود    5و  آن  در  که  است  شده  ارائه 

0.5  با      نابرابری  < 𝑋𝑖 <   در نظر گرفته شده است.  1.5

به    SAو    ICGWO    ،PSO لازم به ذکر است تکرارهای  

 . باشندمی  1201و  391، 111ر بترتیب برا
 

 

 LevyN13برای تابع   ICGWOهمگرايی الگوريتم  -5شکل 

 

 

برای تابع  های مختلفمجهولات برآورد شده با روش -2جدول 
LevyN13 

 

تست   تابع  دو  به  مربوط  نتايج  ادامه  و   Drop Waveدر 

Ackley شوند. به شکل مشابه ارائه می 

 

 

 
 ی جهانیو موقعیت کمینه Drop waveتابع  - 6شکل 

 

 

Cost 

function 𝒙𝟐 𝒙𝟏 Method 

1.9809 0.0079 0.0112 Analytical 

solution 
4.8
× 10−6 

1.020 0.9999 ICGWO 

algorithm 
1.9721 0.0081 0.0109 GWO  

solution 

5.1
× 10−4 

1.031 0.9908 PSO 

solution 
4.7
× 10−5 

1.023 0.9974 SA 

solution  

0 1 1 True 

solution 



 

 

 
 Drop waveبرای تابع   ICGWOهمگرايی الگوريتم  - 7شکل 

 

تابع   با  مرتبط  معادله   Drop Waveنتايج  با  )که  ( 17ی 

داده    3و جدول    7و    6های  در شکل  است،نشان داده شده  

 اند. لازم به ذکر است در خصوص اين تابع تکرارهای  شده

ICGWO    ،PSO    وSA    برابر ترتیب  و   391،  111به 

نشانمی  1201 که  روش دهندهباشند  که  است  اين  ی 

ICGWO   اينکه دارد. ضمن  نیاز  را  تکرار  میزان  کمترين 

|𝑋𝑖|عدم اعمال قید نامعین   < گیر کردن روش   سبب  4

 شود.ی محلی میدر کمینه GWOگرگ خاکستری 

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =

−(1 + cos 12√𝑥1
2 + 𝑥2

2) (2 + (𝑥1
2 + 𝑥2

2)/2⁄ )  
   

           (17)  

                           

با قید نامعین    Ackleyنتايج مشابهی هم برای تابع تست  
|𝑋𝑖| < وجود دارد که فقط به ذکر نتايج نهايی مطابق    3

 کنیم.  بسنده می  4و جدول   9و  8های شکل

 

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = −20𝑒
(−0.2√𝑥1

2+𝑥2
2

2
)

−

𝑒(
cos(2𝜋𝑥1)+cos(2𝜋𝑥1)

2
) + 𝑒1 + 20      
(18                          )  

 

 

 

 

برای تابع  های مختلفمجهولات برآورد شده با روش  -3جدول 

Drop Wave 
  

                   

 

 
 ی جهانیو موقعیت کمینه  Ackleyتابع َ -8 شکل

Cost 

function 𝒙𝟐 𝒙𝟏 Method   

0 98.412 -226.98 Analytical 

solution 
−1 9.89

× 10−11 
−1.41
× 10−9 

ICGWO 

algorithm 
-0.0002 97.54 -225.64 GWO  

solution 

−0.9999 7.89
× 10−7 

−2.41
× 10−8 

PSO 

solution 
−0.9994 8.81

× 10−9 
−1.21
× 10−8 

SA 

solution 

-1 0 0 True 

solution 



 

 

 
 Dropبرای تابع  ICGWOهمگرايی الگوريتم  -9شکل 

wave 
 

برای  های مختلفمجهولات برآورد شده با روش -4جدول 

 Ackley َتابع

 کاربرد در علوم مهندسی  4-1

کاربردی   مسائل غیر محدب که در بسیاری از علوميکی از  

سنجش از دور، برداری، و مهندسی از جمله مهندسی نقشه

  EIVمدل    ، پردازش تصوير، ناوبری و ... استفاده شده است

 شود: به صورت زير تعريف می  [ که24،  23]  باشدمی

 

𝑦 =  (𝐴 − 𝐸𝐴)𝑥 + 𝑒     (19)  

, rank(𝐴𝑚×𝑛) = 𝑛 < 𝑚 ,                                                          

[
𝑒𝑦

𝑒𝐴
] ∶= [

𝑒𝑦

vec(𝐸𝐴)] ~ ([
0
0

] |𝜎0
2 [

𝑄𝑦 0

0 𝑄𝐴
])   

روابط اين  نويز،    𝑦  در  دارای  مشاهدات  ماتريس   𝐴بردار 

 𝐸𝐴  و    𝑒 ،ضرائب که آن نیز مشاهده شده و دارای نويز است

-کمیت میکننده خطای تصادفی اين دو  به ترتیب توصیف

و    𝑥د،  ن باش مجهولات  𝜎0بردار 
است.    2 وريانس  فاکتورس 

ظر با بردار مشاهدات ا نماتريس وريانس مت   𝑄𝐴و   𝑄𝑦ضمنا  

شود  اين مدل زمانی استفاده می و ماتريس ضرائب هستند.  

نیز مشاهده   بردار مشاهدات، ماتريس ضرائب  بر  که علاوه 

های مهندسی به  شده و نويزی باشد و آن را اخیرا در کاربرد

 اند.  شکل گسترده استفاده کرده

اين مسئله زير   ،تابع هدف  به شکل  که  است  غیر محدب 

 : [25]  آيدبدست می

Ф(𝑥) ≔ (𝑦 − 𝐴𝑥)𝑇[𝑄𝑦 + (𝑥𝑇 ⊗

𝐼m)𝑄𝐴(𝑥 ⊗ 𝐼m)]
−1

(𝑦 − 𝐴𝑥)              (20)    

                                                           

 ی ضرب کرونکر است. نماد نشان دهنده ⊗در اين رابطه 

را برای بازسازی سطح   ICGWOدر اين بخش، الگوريتم  

علوم کنیم که می اعمال می  برای مسائل مختلف در  تواند 

ژئودزی  در  گرانشی  مشاهدات  تنظیم  برای  ويژه  به  زمین 

به   شود.  شود.  26]استفاده  مراجعه  همانند  [  اينکه  ضمن 

جوابمثال با  حل  اين  قبل  الگوريتمهای  ،  SAهای  های 

PSO  مسئله  لی اين  مدل ک  شود.حل تحلیلی مقايسه می   و

 را می توان به صورت زير ارائه کرد: بدون انتقال

𝑍 = 𝑥1𝑋 + 𝑥2𝑌     (21)  

آن   در  و    Zو    X،Yکه  هستند  مکانی  𝜉مختصات  =

[𝑥1 𝑥2]𝑇    هستند. مجموعه داده  مجهولپارامترهای-

 به شرح زير است:  مسئلههای اين 

A=[-7.8432       -7.7482            y=[8.1876 

       19.0388      1.4793             8.9738 

       -19.1997       5.8180             -12.9688 

      -8.9301        13.3343              -22.0878 

       14.9508      -7.6570              20.2087 

       14.8738       -5.4149               8.8923 

        17.9294      2.9344              2.6264 

       14.5900       12.2604]           -9.8573] 

𝑄𝐴 = 𝐼16,     𝑄𝑦 = 𝐼8 

Cost 

function 𝒙𝟐 𝒙𝟏 Method 

21.71 98.50 -226.99 Analytical 

solution 
3.72
× 10−5 

1.28
× 10−5 

−2.71
× 10−6 

ICGWO 

algorithm 
-0.0032 98.11 -227.04 GWO  

solution 

4.53
× 10−4 

1.08
× 10−5 

−1.21
× 10−4 

PSO 

solution 
7.02
× 10−5 

6.01
× 10−5 

−2.20
× 10−4 

SA 

solution 

0 0 0 True 

solution 



 

 

بازه در  مسئله  اين  هدف  𝑋𝑖ی  تابع  ∈ [−30, به    ،[30

𝑖∀ ازای   = {1,2}  ( شکل  شده 10توسط  داده  نشان   )

|𝑋𝑖|است. قیود نامعین را می توان  ≤  در نظر گرفت.  2

 

 

 ( برای مسئله بازسازی سطح18تابع هدف مدل )  -10شکل 

الگوريتم   با  را  مسئله  اين  و    ICGWO  ،PSO  ،SAما 

نامعین به عنوان   با قیود  راه حل تحلیلی  کمترين مربعات 

ن   حل کرديم. ضمنا   را  تابع هدف  برای  مربوطه  یز  مقادير 

( جدول  در  نتايج  آورديم.  است.  5بدست  شده  آورده   )

الگوريتم   همگرايی  )  ICGWOهمچنین  شکل  ( 11در 

نت  است.  شده  داده  مینشان  نشان  الگوريتم ايج  که  دهد 

ICGWO  حل روش   ،با توجه به کمترين میزان تابع هدف

است. بخشیده  بهبود  را  و    PSOهای  اگرچه حل  تحلیلی 

SA    نیز به جوابICGWO    نزديک هستند اما کمترين

است. لازم    ICGWOتکرار برای همگرايی مربوط به تابع  

الگوريتم برای  تکرارها  اين  میزان  است  ذکر  های به 

ICGWO  ،PSO    وSA  580و    108،  35ابر  به ترتیب بر  

 باشد.  می

 

های مختلف برای مدل  مجهولات برآورد شده با روش -5جدول 

EIV  مسئله 

𝒙𝟐 𝒙𝟏 Method 

-2.0683 0.2748 Analytical 

solution 
-1.806 0.3271 ICGOW 

algorithm 
-1.815 0.3282 PSO 

solution 
-1.821 0.3279 SA 

solution 

-1.7 0.34 True 

solution 

 

  EIVبرای مدل  ICGWOهمگرايی الگوريتم  -11شکل 

 مسئله 

 گیرینتیجه -5

چالش از  محدب  غیر  ويژه  به  و  غیرخطی  مسائل  -حل 

نظیر  مهندسی  و  کاربردی  علوم  در  مسائل  برانگیزترين 

سنجش از دور، ژئودزی و ساير علوم زمین است که ما در  

اينجا سعی نموديم با يک روش محاسباتی نوين آن را حل  

رويکردهای فراابتکاری مزايای زيادی نسبت به بهینه  کنیم.  

سازی تحلیلی سنتی دارند، اگرچه روش دوم هنوز برای حل  

اری از مسائل کارآمد است. اکثر رويکردهای فراابتکاری  بسی

با دارای مکانیسم های بدون مشتق هستند که در مقايسه 

قرارگیری   سازی سنتی منجر به اجتناب ازهای بهینه روش

می   در محلی  روشبهینه  مزايا،  اين  به  توجه  با  های  شود. 

تکاملی   محاسبات  بر  برای مبتنی  گسترده  طور  به  اخیراً 

اند.  به کار گرفته شده   سازی قیدداراجهه با مسائل بهینه مو

بهبود   را  الگوريتم گرگ خاکستری  مقاله  اين  بنابراين، در 

گر الگوريتم  زيرا  ساير  داديم.  با  مقايسه  در  خاکستری  گ 

عملکرد خوبی از خود نشان داده است.    فراابتکاری های  روش

از تکنیک اثبات   با استفاده   معیننارا با قیود      ما اين الگوريتم

[ توسط  روش  20شده  اصلی  مزيت  کرديم.  مجهز   ]

پیشنهادی حل مسائل غیر محدب است. نمونه های انجام 

تست،  شده   توابع  تايید و  را  پیشنهادی  الگوريتم  کارايی 

 کردند. 
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ABSTRACT  ARTICLE INFO 

Here, an improved meta-heuristic method is proposed to solve 

one of the most challenging nonlinear problems known as non-

convex problems. In this type of problem, we are faced with 

more than one minimum, all of which do not lead to the correct 

solution. This method is based on equipping the grey wolf meta-

heuristic algorithm with inequality constraints. Although various 

forms of the grey wolf algorithm have been proposed in the last 

few years, none of them included inequality constraints, 

especially in the form presented here. The main advantage of the 

proposed algorithm in engineering applications is solving non-

convex optimization problems where analytical methods may get 

stuck in a local minimum, while the aforementioned algorithm is 

located in a global minimum. With two mathematical test 

functions and one geodetic example, the efficiency of the 

proposed approach is evaluated.  
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